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XII. 


AVERTISSEMENT 

DE    LA    DEUXIÈME    ÉDITION. 


La  publication  de  ce  deuxième  Volume  de  la  Mécanique  analytique 
a  éprouvé  un  retard  dont  nous  allons  exposer  les  principaux  motifs. 
M.  Lagrange  en  avait  déjà  fait  imprimer  les  premières  feuilles,  lorsque 
la  mort  l'enleva  aux  sciences.  M.  Prony  se  chargea  de  suivre  l'édition 
de  ce  Volume,  et  fut  aidé  dans  la  revision  des  épreuves  par  M.  Garnier, 
professeur  à  l'École  royale  militaire.  Le  manuscrit  des  Sections  VII  et 
VIII  se  trouva  fort  en  ordre  (');  mais,  étant  arrivé  à  la  Section  IX,  on 
reconnut  que  cette  Partie  était  incomplète,  et  que  le  premier  para- 
graphe seul  en  était  achevé.  M.  J.  Binet  fut  invité  à  faire,  avec 
MM.  Prony  et  Lacroix,  les  recherches  nécessaires  dans  les  papiers  de 
M.  Lagrange,  pour  compléter,  s'il  était  possible,  les  matières  qui 
devaient  entrer  dans  cette  Section.  Leurs  recherches  fournirent  la 
conviction  que  notre  illustre  Auteur  n'avait  fait  que  préparer  cette 
Partie,  et  que  rien  d'entièrement  achevé  n'avait  été  égaré. 

De  nombreuses  occupations  ayant  détourné  M.  Prony  des  soins  de 
l'impression,  qui,  dans  la  Section  IX  en  particulier,  exigeait  une  grande 

(M  11  est  permis  de  croire,  au  contraire,  que  Lagrange,  s'il  eût  vécu  plus  longtemps, 
aurait  presque  entièrement  cliangé  la  Section  VIII,  qui,  évidemment,  n'a  pas  été  écrite  avec 
le  même  soin  que  le  reste  de  l'Ouvrage.  Les  erreurs  de  calcul  y  sont  telles,  qu'il  est  abso- 
lument impossible  de  les  corriger  sans  altérer  le  texte,  et  que  nous  avons  dû  les  reproduire 
dans  cette  édition.  (/.  Bertrand.) 
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attention  pour  coordonner  les  matières  et  les  notations  de  l'ancienne 
édition  avec  ce  qui  était  imprimé  de  la  nouvelle,  M.  J.  Binet  a  bien 
voulu  se  charger  de  ce  travail  souvent  pénible.  On  a  profité  de  toutes 
les  notes  marginales  rencontrées  sur  l'exemplaire  de  M.  Lagrange  et 
écrites  de  sa  main.  N'ayant  pu  renfermer  dans  le  texte  quelques  ma- 
tières relatives  au  mouvement  de  rotation,  trop  peu  complètes  pour 
former  un  paragraphe,  on  les  a  réunies  dans  une  Note  à  la  fin  du 
Volume. 

Une  autre  Note  a  été  formée  d'une  remarque  également  trouvée 
parmi  les  manuscrits;  elle  se  rapporte  au  problème  de  la  détermi- 
nation de  l'orbite  des  comètes,  problème  traité  dans  le  §  III  de  la 
Section  VII. 
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SECONDE   PARTIE. 

LA    DYNAMIQUE. 

SECTION  SEPTIÈME. 

SUR  LE  MOUVEMENT  d'uN"  SYSTÈME  DE  CORPS  LIBRES,  REGARDÉS  COMME  DES  POINTS, 
ET  ANIMÉS  PAR  DES  FORCES  d'aTTRACTION. 


On  peut  ranger  en  trois  classes  tous  les  systèmes  de  corps  qui 
agissent  les  uns  sur  les  autres,  et  dont  on  peut  déterminer  le  mou- 
vement par  les  lois  de  la  Mécanique;  car  leur  action  mutuelle  ne  peut 
s'exercer  que  de  trois  manières  différentes  qui  nous  soient  connues  : 
ou  par  des  forces  d'attraction,  lorsque  les  corps  sont  isolés,  ou  par  des 
liens  qui  les  unissent,  ou  enfin  par  la  collision  immédiate.  Notre  sys- 
tème planétaire  appartient  à  la  première  classe,  et  par  cette  raison  les 
problèmes  qui  s'y  rapportent  doivent  tenir  le  premier  rang  parmi  tous 
les  problèmes  de  la  Dynamique.  Nous  allons  en  faire  l'objet  de  cette 
Section. 

Quoique  dans  les  systèmes  de  cette  classe,  où  les  corps  sont  sup- 
posés se  mouvoir  librement,  il  soit  très  facile  de  trouver  les  équations 
de  leur  mouvement,  puisqu'il  ne  s'agit  que  de  réduire  toutes  les  forces 
XII.  I 


2  MÉCANIQUE  ANALYTIQUE. 

à  trois  directions  perpendiculaires  entre  elles  et  d'égaler,  par  le  prin- 
cipe des  forces  accélératrices,  la  force  suivant  chacune  de  ces  direc- 
tions à  l'élément  de  la  vitesse  relative  à  la  même  direction,  divisé  par 
l'élément  du  temps;  néanmoins,  l'usage  des  formules  données  dans  la 
Section  IV  est  toujours  préférable,  parce  qu'elles  fournissent  direc- 
tement, et  sans  aucune  décomposition  préalable  de  forces,  les  équa- 
tions différentielles  les  plus  simples,  quelles  que  soient  les  coor- 
données qu'on  emploie  pour  déterminer  la  position  des  corps,  même 
lorsque  les  corps,  au  lieu  d'être  tout  à  fait  libres,  sont  contraints  de 
se  mouvoir  sur  des  surfaces  ou  des  lignes  données. 

Nous  commencerons  par  rappeler  les  formules  dont  nous  ferons 
usage. 

1.  Soient  m,  m',  m",  ...  les  masses  des  différents  corps  regardés 
comme  des  points;  x,  y,  z  les  coordonnées  rectangles  du  corps  m;  x' , 
y,  z'  celles  du  corps  m',  et  ainsi  de  suite,  ces  coordonnées  étant  toutes 
rapportées  aux  mêmes  axes  fixes  de  l'espace.  On  fera 

^  dx- +  dy- -^  dz-  ,  dx'--h  dy''^-^  dz''^ 

T  =:  m — h  m' ^7-^ h 

2  dt-  2  dt- 

Et  si,  à  la  place  des  coordonnées  rectangles  x,  y,  z,  on  veut  employer 
d'autres  coordonnées  quelconques  ?,  ■/],  'Ç,  il  n'y  aura  qu'à  substituer 
les  valeurs  de  x,  y,  z  en  ?,  y],  'C  dans  la  formule  dx-  -t-  dy-  -+-  dz-  ;  de 
même,  on  substituera  dans  dx'-  +  dy'-  +  dz'-  les  valeurs  de  x',  y',  z'  en 
^',  Y)',  'Ç,  si  l'on  veut  transformer  les  coordonnées  rectangles  x',y',  z' 
en  ^',  Y]',  'Ç,  et  ainsi  de  suite.  De  cette  manière,  la  quantité! deviendra 
une  fonction  des  variables  E,  •/],  'C,  ?',  '/]',  'C,  ■  •■  et  de  leurs  différences 
premières. 

Soient  maintenant  R,  Q,  P,  ...  les  forces  avec  lesquelles  chaque 
point  de  la  masse  m  tend  vers  des  centres"  fixes  ou  non,  dont  les  dis- 
tances soient  r,  q,p,  ...,  lesquelles,  étant  données  en  x,y,  z,  devien- 
dront aussi  des  fonctions  de  H,  ■/],  'C;  on  fera 

ôIl  =  Rèr-\-  Qoq  -hP  op  -Y-.  .  ., 
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soit  que  oU  soit  une  différentielle  complète  ou  non;  et,  dénotant  par 
les  mêmes  lettres  marquées  d'un  trait,  de  deux  traits,  ...  les  quan- 
tités analogues  relatives  aux  corps  m',  m",  . . . ,  on  fera  de  plus 

oV  =  m  on  4-  m'  ôII'  -i-  m"  ôll"  -h . . . . 

Si,  outre  ces  forces  dirigées  vers  des  centres  donnés,  il  y  avait  des 
forces  d'attraction  mutuelle  entre  toutes  les  molécules  des  corps  m 
et  m',  en  nommant  /•  la  distance  de  ces  corps,  regardés  comme  des 
points,  et  R  la  force  d'attraction,  dépendante  de  la  distance  ou  non,  il 
faudrait  ajouter  à  SV  le  terme  mm'Ror,  et  ainsi  pour  tous  les  autres 
corps  qui  s'attireraient  mutuellement. 

Or,  les  corps  étant  supposés  libres,  les  coordonnées  qui  déterminent 
leur  position  dans  l'espace  sont  indépendantes,  et  chacune  d'elles, 
comme  i,  donnera  une  équation  de  la  forme 

^  ÔT   _  ÔT       ^„Q 
S  d'E,        ôç,         èç 

2.  Lorsque  les  quantités  oU,  oW,  ...  sont  des  différentielles  com- 
plètes, ce  qui  a  toujours  lieu  dans  le  cas  où  les  forces  sont  proportion- 
nelles à  des  fonctions  quelconques  de  leurs  dislances  aux  centres  d'at- 
traction, lequel  est  celui  de  la  nature,  il  sera  plus  simple  de  prendre 
d'abord  les  intégrales  H,  II',  . . . ,  lesquelles  seront 

n=fRdr    +fQdq    +J'Vdq    +..., 
n'=  fR'dr'-^J'Q'dq'-h  fP'dp'^..., 

et  la  quantité  V  deviendra 

V  =  mn  -+-  m'H'  -+-  m"n"  + . . . , 

laquelle  étant  réduite  en  fonction  des  variables  ^,  yj,  '(,  ^',  '/]',  'C,  . . . ,  il 

sera  aisé  d'en  déduire  par  la  différentiation  les  différences  partielles 

âV     ôV 

-TF'  j-'  ■  ■•  ■  Dans  ce  cas,  si  les  fonctions  T  et  V  ne  renferment  point 
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le  temps  fini  i,  on  aura  toujours  l'intégrale 

ï  H-  V  =  H, 

H  étant  une  constante  arbitraire,  laquelle  renferme  le  principe  des 
forces  vives. 

CHAPITRE  I. 

DU  MOUVEMENT  d'uN  CORPS  REGARDÉ  COMME  UN -POINT  ET  ATTIRÉ  VERS  UN  CENTRE  FIXE  PAR 
DES  FORCES  PROPORTIONNELLES  A  UNE  FONCTION  DE  LA  DISTANCE,  ET  EN  PARTICULIER  DU 
MOUVEMENT  DES  PLANÈTES  ET  DES  COMÈTES  AUTOUR  DU  SOLEIL. 

3.  Lorsqu'on  ne  considère  que  le  mouvement  d'un  corps  isolé,  on 
peut  supposer  sa  masse  m  égale  à  l'unité,  et  l'on  aura  simplement 

_  dx-  -h  dy-  -+-  dz^  ^  y  _  jj 

2  dt- 

et 

ÔV  —  Rdr-^Qdq-+-Pdp-'r 

Dans  ce  cas,  quelles  que  soient  les  trois  coordonnées  qui  déterminent 
le  lieu  du  corps  dans  l'espace,  comme  elles  sont  indépendantes,  elles 
donneront  trois  équations  différentielles  de  la  forme 

èdl       èl^  èl  -  °' 

auxquelles  on  pourra  joindre  l'équation  du  premier  ordre 

T4-V  =  H, 

qui  tiendra  lieu  de  l'une  d'entre  elles. 

Si  le  mouvement  se  faisait  dans  un  milieu  résistant,  en  désignant  la 
résistance  par  R,  il  n'y  aurait  qu'à  ajouter  à  la  valeur  de  SV  les  termes 
(Sect.  II,  art.  8) 

'  dx  ^      _  c?7  ,         ch: 
^ds  ds  ds 

mais  l'équation  T  -+-  V  =  H  n'aurait  plus  lieu 
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4.  Supposons  que  le  corps  m  soit  attiré  vers  un  centre  fixe  par  une 
force  R  fonction  de  la  distance  r  du  corps  au  centre,  on  aura  simple- 
ment 

V=/'RJ/-. 

Prenons  la  distance  r  pour  l'une  des  coordonnées  du  corps,  et  pre- 
nons, pour  les  deux  autres,  l'angle  '|  que  le  rayon  vecteur  r  fait  avec 
le  plan  des  xj  et  l'angle  <p  que  la  projection  de  7-  sur  ce  plan  fait 
avec  l'axe  des  x;  en  plaçant  l'origine  des  coordonnées  rectangles  a-, 
y,  :■  dans  le  centre  des  rayons  r,  de  manière  que  l'on  ait 


on  trouve  facilement 

a;  =  r  cosi}^  coso,        _/=: /■cos4' sino,         -3=/'siniJ;, 

et  de  là 

j^'-Hcos^-^df-+clVn  +  dr^^         V=/R^r. 
2  dt'^  J 

On  aura  donc  ces  trois  équations  différentielles  relatives  à  r,  ^,  ç 


,  ÔT 

aT  av 

èr         èr 

:=0, 

ÔT 
dd^ 

ÔT   ÔV 
Ô|  ^  è'\i 

=  0, 

,   ÔT 
'^èdo 

_  ÔT   ÔV 
09    ôo 

=  0, 

lesquelles  deviennent 

^ dt^ ^  +  R  =  o, 

'^''dïï'^  dt'         '~  "°' 

,  /■-  cos-'li  dw 

d r-^ — -  =0, 

dt 

et  l'équation 

T-{-V=H 
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donnera  tout  de  suite  cette  première  intégrale 

r- (cos- ûj  do^ -h  d'I/-) -^- dr-  ,-•„    ,  ,, 

dû  J 

dans  laquelle  H  est  une  constante  arbitraire. 

5.  La  dernière  des  trois  équations  différentielles  est  intégrable  d'elle- 
même;  son  intégrale  est 

'dt  ~     ' 

C  étant  une  constante  arbitraire;  et  la  seconde  devient  intégrable  en  y 
substituant  pour  -r  sa  valeur    ,''■.)  tirée  de  celle-ci,  et  en  la  mul- 

>:  dt  /•-COS^i]' 

tipliant  par  -ir- cl\i;  l'intégrale  est 

di^         cos-ijj  ' 

E  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

Je  remarque  d'abord  sur  cette  intégrale  que,  si  l'on  suppose  que  '\i 

et  -^  soient  nuls  à  la  fois  dans  un  instant,  ils  seront  toujours  nécessai- 
dt 

rement  nuls;  car,  en  faisant  pour  un  instant  'j'  =  o  et  ^  =  o,  la  der- 
nière équation  donne  C-  =  E-,  et  elle  devient,  par  la  substitution  de  C- 
au  lieu  de  E-, 

^  +  C-tan8-d>  =  o, 

laquelle  ne  peut  avoir  lieu  qu'en  faisant 

dt 

La  supposition  dont  il  s'agit  revient  à  faire  en  sorte  que  le  corps  se 
meuve  dans  un  instant  dans  le  plan  des  xy,  ce  qui  est  toujours  pos- 
sible, puisque  la  position  de  ce  plan  est  arbitraire;  alors  le  corps  con- 
tinuera de  se  mouvoir  dans  le  même  plan  et  décrira  nécessairement 
une  orbite  plane,  c'est-à-dire  une  ligne  à  simple  courbure.  C'est  ce 
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qu'on  peut  aussi  démontrer  directement  par  l'intégration  de  la  même 
équation.  Car,  en  y  substituant  pour  dt  sa  valeur  tirée  de  la  première 
intégrale,  elle  devient 

-Ç!i^-H-^  =  E^ 

Soit,  lorsque  '^  =  o,  -^  =  tang?  ;  on  aura 

E^  =  C^  +  C-  tang^  i  =  -^ , 

COS-2 

et  la  dernière  équation  se  changera  en 

d<Y'        I  I 

cos'ij;^?"       cos^«       cos^di 


d'Y'                I                I  ..■>■,,, 

—^ — —  tang- 1  —  tang-  J;, 


d'où  l'on  tire 


do  : 


cos=i|/\/lang^j  —  tang-i{> 

équation  séparée  dont  l'intégrale  est 

o  —  «  =  arc  sm ^jl 

^  tangj 

ou  bien 

tangij'  =  tangjsin(9  —  h), 

h  étant  la  valeur  de  cp  lorsque  <]/  =  o. 

Cette  équation  fait  voir  que  9  —  A  et  '|  sont  les  deux  côtés  d'un 
triangle  spbérique  rectangle  dans  lequel  «est  l'angle  opposé  au  côté  ip. 
x4insi,  puisque  l'arc  cp  —  A  est  pris  sur  le  plan  des  xy,  et  que  l'arc  '| 
est  toujours  perpendiculaire  à  ce  même  plan,  il  s'ensuit  que  l'arc  qui 
joint  ces  deux-ci,  et  qui  forme  l'hypoténuse  du  triangle,  fera  avec  la 
base  o  —  h  l'angle  constant  i;  par  conséquent,  cet  arc  passera  par  les 
extrémités  de  tous  les  arcs  vp,  et  tous  les  rayons  /■  se  trouveront  dans  le 
plan  du  même  arc,  lequel  sera  ainsi  le  plan  de  l'orbite  du  corps,  dont 
l'inclinaison  sur  le  plan  des  xy  sera  l'angle  constant  i  et  dont  l'inter- 
section avec  ce  même  plan  fera  avec  l'axe  des  x  l'angle  h. 

Si,  pour  fixer  les  idées,  on  prend  le  plan  des  a^j  pour  l'écliptique, 


8  MECANIQUE  ANALYTIQUE. 

o  sera  la  longitude  sur  l'écliptique,  '\i  la  latitude,  h  la  longitude  du 
nœud  de  l'orbite  et  i  son  inclinaison. 

6.  Prenons  maintenant  l'intégrale 

dt-  J 

en  y  substituant  pour  d'\i  sa  valeur  en  rfcp  trouvée  ci-dessus,  elle  devient 

/•- cos''j;c?co-        dr"  fr,    ,  tt 

cos- idt^  dt-         ■' 

laquelle  doit  être  combinée  avec  l'autre  intégrale 

/■-C0S^4"^?  r 

~di  ~ 


Si  l'on  y  substitue  la  valeur  de  f/9  tirée  de  celle-ci  et  qu'on  fasse 
on  aura  l'équation 


COSi 


dt- 
d'où  l'on  tire 


^'■'-       »:-^2/RJr=2H, 


dt  — 


sJ^R^.f 


Rdr-"^ 


En  intégrant  cette  équation,  on  aura  l'expression  de  i  en  r,  et  récipro- 
quement celle  de  r-  en  t. 

7.  On  aura  ensuite  ç  par  l'équation 

D  cos  i  dt 


dw  = 


/■^  cos-']> 


or,  comme  le  plan  des  angles  ç  est  arbitraire,  si  on  le  fait  coïncider 
avec  le  plan  de  l'orbite,  en  faisant  i  —  o,  on  aura  aussi  <\)  =  o  (art.  5), 

par  conséquent  ddj  =  — ^)  et,  dans  ce  cas,  l'angle  c/cp  sera  celui  que  le 
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rayon  /•  décrit  dans  le  plan  de  l'orbite.  Donc,  si  Ton  désigne  en  général 
cet  angle  par  f/$,  on  aura 

/•- 

et,  substituant  la  valeur  de  dl  en  dr, 

Ddr 


d^  = 


s/.ii-2  fndr-^ 


équation  dont  l'intégrale  donnera  la  valeur  de  $  en  r,  et  réciproque- 
ment celle  de  /■  en  <]>. 

Ensuite  on  aura  ©  en  $  par  l'équation 

d^  = i-^^ , 

COSi 

laquelle,  en  substituant  pour  cos.p  sa  valeur  tirée  de  l'équation 

tangij;  =  tang«  sin(o  —  /() 

trouvée  plus  haut,  devient 

.^ dcfi  ■  cos<  (^tang(9  — /i) 

cos  j[i  +  tang-J  sin-(o  —  h)]        cos-ï'  + tang-((a  —  h)' 

d'où  l'on  tire  par  l'intégration 

<!>  +  /.■  =  arc  lang  — ^Sr_ — >_  ^ 
cosi 

h  étant  une  constante  arbitraire;  et  de  là 

tang(9  —  h)  =  cosj  tang(0  +  /.), 

équation  qui  indique  que  <!>  +  /?:  est  l'hypoténuse  du  même  triangle 
sphérique  rectangle  dont  la  base  est  cp  —  A  ctl'angle  adjacent  î  (art.  5), 
et  dont  le  côté  opposé  à  i  est  '\. 

On  voit  par  là  que  $  -H  ^  est  l'angle  décrit  par  le  rayon  /-  dans  le 

XII.  2 
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plan  (le  l'orbite,  et  dont  l'origine  est  à  la  ligne  d'intersection  de  ce 
plan  avec  celui  des  xy;  que  o  —  h  est  l'angle  décrit  par  la  projection 
de  ce  rayon  sur  le  même  plan,  et  que  i  est  l'inclinaison  du  plan  de 
l'orbite  sur  le  plan  fixe  des  xy. 

8.  Le  problème  est  donc  résolu,  puisqu'il  ne  dépend  plus  que  de 
l'intégration  des  deux  équations  séparées  entre  t,  <[>  etr;  les  six  con- 
stantes arbitraires  nécessaires  pour  l'intégration  complète  des  trois 
équations  différentielles  en  r,  o  ei<\i  seront  i,  h,  D,  Il  et  les  deux  que 
l'intégration  introduira  dans  les  valeurs  de  t  et  de  $. 

Dans  la  solution  que  nous  venons  de  donner,  nous  avons  pris  pour 
coordonnées  le  rayon  vecteur  avec  les  deux  angles  de  longitude  et  de 
latitude,  pour  nous  conformer  à  l'usage  des. astronomes;  aussi  cette 
solution  a-t-elle  l'avantage  d'offrir  directement  la  plupart  des  théorèmes 
que  l'on  ne  trouve  ordinairement  que  par  la  Trigonométrie  sphérique. 
Mais,  en  l'envisageant  du  côté  analytique,  elle  est  moins  simple  que  si 
l'on  avait  conservé  les  coordonnées  rectangles  primitives;  c'est  ce  qu'il 
est  bon  de  faire  voir,  d'autant  qu'il  en  résultera  de  nouvelles  formules 
qui  pourront  être  utiles  par  la  suite. 

9.  En  prenant  x,  y,  z  pour  les  trois  variables  indépendantes,  les 
formules  générales  de  l'article  3  donnent  tout  de  suite  les  trois  équa- 
tions différentielles 

Il  —   =0, 


d-  X 
dt- 


d'^y 
dl- 


R 


d^z  z 

dt-  r 

et  l'équation  intégrale 

dx^- +  dy^' ^  dz"^         ,■ 

-Ti, — H  /  1^  "''  =  H. 

2  dl-  J 

En  chassant  R  des  trois  équations  différentielles,  on  a  immédiatement 
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trois  équations  intégrables  et  dont  les  intégrales  sont 

X  dy  —  y  dx       „ 

— T^ =  G, 

dt 

s  dx  —  X  dz 

~di  ~    ' 

y  dz  —  z  dy  _^ 

dt  ' 

C,  B,  A  étant  des  constantes  arbitraires  dont  la  première  est  la  même 

que  celle  de  l'équation 

/■'  cos-ij'rfo p 

dt  ~~ 

de  l'article  5,  parce  qu'en  effet  celle-ci  n'est  qu'une  transformée  de 

l'équation 

X  dy  —  y  dx 

'  cft  ~ 

par  la  substitution  des  valeurs  de  a:,  y,  z-  de  l'article  4. 

Ces  trois  intégrales  répondent  à  celles  que  nous  avons  données  pour 
un  système  de  corps,  dans  l'article  9  de  la  Section  III,  d'oîi  nous  aurions 
pu  les  emprunter. 

10.  En  ajoutant  ensemble  les  carrés  des  trois  dernières  équations 
et  employant  cette  réduction  connue 

{xdf  —  fdx)"-h  {z  dx  —  X  dz)-  ^  {y  dz  —  z  dy)"' 

=  {x- -I- y"-  +  -s^ )  ( dx- 4-  dy-  H-  dz- )  —  {xdx  -k- y  dy  +  z  dz )-, 

on  a  l'équation 

r'-  (dx^  +  dy'  -+-  dz' )  —  >■"-  dr-  _  ^,      g^  ^_  (]2 
dt'  ' 

laquelle,  en  y  substituant  pour  dx- -h  dj- -+-  dz-  sa  valeur  tirée  de  la 
première  intégrale,  et  faisant,  pour  abréger, 

A2  +  B^+C^  =  D-, 
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donne 

d'où  l'on  tire  tout  de  suite 

dt=  — 


comme  dans  l'article  6. 

Les  mêmes  équations,  étant  ajoutées  ensemble,  après  avoir  mul- 
tiplié la  première  par  :;,  la  deuxième  par  y  et  la  troisième  para-,  donnent 

celle-ci 

Cj  -t-B/H-  Ax  =  o, 

laquelle  est  à  un  plan  passant  par  l'origine  des  coordonnées  et  fait 
voir  que  l'orbite  décrite  par  le  corps  est  une  courbe  plane  décrite  autour 
du  centre  des  forces. 

11.  Nommons  ^,  y]  les  coordonnées  rectangles  de  cette  courbe,  l'axe 
des  \  étant  pris  dans  la  ligne  d'intersection  du  plan  de  la  courbe  avec 
celui  des  xy;  nommons  de  plus,  comme  dans  l'article  5,  i  l'angle  formé 
par  ces  deux  plans,  et  h  l'angle  que  la  même  ligne  d'intersection  fait 
avec  l'axe  des  x;  ces  deux  quantités  i  et  h  seront  constantes,  et,  par 
les  formules  connues  de  la  transformation  des  coordonnées,  on  aura 

xz^'i^ cos /*  —  Y)  cos i sin /?, 
j:=|  sin/j  -t-  -fl  cos  t  cos /î, 
z  :=-o  sin  ('. 

Ces  valeurs,  étant  substituées  dans  les  mêmes  équations,  donneront 

celles-ci  : 

l  dn  —  -ndc,        .      „ 
cosi  =  G, 

sin/ cos /i  =  B, 

,  sin<sinA  =  A. 

dt 


dt 

f)di- 

i,d-n 

dt 

id-n  — 

■nd'i 
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Ajoutant  leurs  carrés  ensemble  et  extrayant  ensuite  la  racine,  on  a 
(art.  6) 

Id-n  —  ndl        ,-— — — — —        C         „ 

^ — 3  =  ^A^  -I-  B-  -h  C-  = -.  =  D  ; 

dt  COSJ 

de  sorte  que  les  valeurs  des  constantes  A,  B,  C  seront 

C  =  Dcosi,         B  =: — Dsin/cos/i,         A  ^  D  sin«  sin/;. 

Or,  désignant  par  $  +  /(:,  comme  dans  l'article  7,  l'angle  que  le 
rayon  /■  fait  avec  la  ligne  d'intersection  du  plan  de  l'orbite  et  du  plan 
fixe  des  xy,  il  est  clair  qu'on  aura 

^  =  rcos(<I> -h/i),         "0  = /■  sin(<ï>+ /i), 

et  la  dernière  des  équations  précédentes  deviendra 

/■2  d/0  =  D  dt, 

laquelle  donne  le  théorème  connu  des  secteurs   /  r- cl<])  proportionnels 
au  temps  t. 

Substituant  la  valeur  de  dt,  on  aura 

d^=  »^'- 


comme  dans  l'article  cité. 

Ainsi  le  problème  est  de  nouveau  réduit  à  l'intégration  des  deux 
équations  séparées  en  t,  $  et  /•  que  nous  avions  déjà  trouvées  ci-dessus 
(art.  6  et  7);  mais  cette  intégration  dépend  de  l'expression  de  la  force 
centrale  R  en  fonction  du  rayon  r. 

12.  On  voit,  par  ces  équations,  que  ce  rayon  sera  le  plus  grand  ou 
le  plus  petit,  soit  relativement  au  temps  z,  soit  relativement  à  l'angle  $, 
lorsqu'il  sera  déterminé  par  l'équation 

i\l-2J'\\dr-%_=o. 
Supposons  qu'en  intégrant  ces  mêmes  équations  on  prenne  les  inté- 
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grales  en  /•  de  leurs  seconds  membres,  de  manière  qu'elles  commencent 
au  point  où  7"  est  un  minimum,  et  que  l'angle  <I»  commence  aussi  à  ce 
point;  l'angle  h  sera  alors  celui  que  le  rayon  qui  passe  par  le  même 
point  fera  avec  la  ligne  d'intersection  de  l'orbite  avec  le  plan  fixe 
(art.  7);  et  cette  constante  k,  jointe  à  celle  que  l'intégration  peut 
ajouter  à  z  et  aux  constantes  A,  B,  C,  H,  ou  D,  i,  h.  H,  complétera  le 
nombre  des  six  constantes  arbitraires  que  l'intégration  des  trois  équa- 
tions différentielles  en  x,  y,  z  et  t  doit  donner. 

13.  Si  maintenant  on  fait 

X=/-cos$,         Y^/'sinO), 

il  est  clair  que  X  et  Y  seront  les  coordonnées  rectangles  de  la  courbe, 
placées  dans  son  plan  et  ayant  la  même  origine  que  le  rayon  /•,  les 
abscisses  X  étant  dirigées  vers  le  point  où  r  est  un  minimum  ;  et  si  l'on 
substitue  ces  quantités  dans  les  expressions  de  \  et  v]  de  l'article  il, 

on  aura 

^  :=  X  cos/i  —  Y  sin  k,        -/]  =  Y  cos/c  h-  X  sin  A-. 

Substituons  ces  valeurs  dans  celles  de  a?,  y,  z  du  même  article  et  fai- 
sons, pour  abréger, 

a  =  +  cos/f  cos  A  —  sin  k  sin/i  cosî, 
(3  = — sinA:cos/j — cosA- sinA  cosî, 
«1  =^+ cos/i  sinA  H- sin/:  cos  A  cos  «, 
[3]=:—  sin  A-  sinA  -t-  cosA  cosA  cosj, 
a,  =  sin  A-  sin?', 
(32=  ces /i  sin  j; 

on  aura 

\r=:aX  +(3 Y  =:7-(c(C0S$  -i-psin$), 

j  =  c«iX  -t-  Pi  Y  =  /-(oti  cos<5  +  pi  sin$), 
z  =  x,\.  +  P.Y  =  /'(aa  COS<I>  M-  Pa  sin$), 

expressions  qui  ont  cet  avantage,  que  les  quantités  dépendantes  du 
mouvement  dans  l'orbite  sont  séparées  des  quantités  qui  dépendent 
uniquement  de  la  position  de  l'orbite  relativement  au  plan  fixe  des  xy. 
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Ces  expressions  dex,  y,  z  sont  conformes  à  la  théorie  générale  expo- 
sée (Sect.  II,  art.  10),  et  l'on  aurait  pu  les  en  déduire  immédiatement. 

En  effet,  en  considérant  tout  de  suite  le  mouvement  dans  l'orbite, 
on  a  les  coordonnées  X,  Y,  la  troisième  Z  étant  nulle,  lesquelles,  ne 
renfermant  que  trois  constantes  arbitraires,  peuvent  être  regardées 
comme  des  valeurs  particulières  des  coordonnées  générale?  x,  y,  z; 
ensuite  on  aura  celles-ci,  par  le  moyen  des  coefficients  a,  [B,  oc,,  ..., 
qui  renferment  les  trois  autres  constantes. 

14.  Si,  au  lieu  de  considérer  le  mouvement  dans  l'orbite  propre  du 
corps,  on  rapportait  ce  mouvement  à  un  plan  quelconque,  par  les  trois 
coordonnées  X,  Y,  Z,  lesquelles  ne  continssent  aussi  que  trois  con- 
stantes arbitraires,  on  aurait  alors  par  la  même  théorie  les  expressions 

générales 

x  —  !y.\  -h  (3  Y  -h-/Z, 

7  =  a,X  +  PiY-t-yiZ, 
=  =a,X  +  M'  +  y-2Z, 

et  comme  on  a  trouvé  (Sect.  III,  art.  10) 

7=  a,  (3,— |3,a.,,         )/i=|3a.— ap,,         73=  ajSi  —  (3a,, 

on  aurait 

y  =:  sin/isin  «',         y,  :=:— cos/i  sin;',         y,=  cos('. 

Ces  valeurs  de  a,  [B,  y,  a,,  ...,  renfermant  les  trois  arbitraires  /•, 
h,  i,  satisfont  d'une  manière  générale  aux  six  équations  de  condition 
données  (Part.  I,  Sect.  III,  art.  10) 

â-+    aj+ûî—I,  (3^-+-(32_^_p2^,^  y^-  ^  y'i  ^   Yl  —  \  , 

âp -Hai[3i4-a,p2:=o,  ay  H-«,yi  + a,y2=o,  (3y  H- [3,yi  +  (3,y,=  o. 

Après  avoir  donné  les  formules  générales  pour  le  mouvement  d'un 
corps  attiré  vers  un  point  fixe,  il  ne  reste  qu'à  les  appliquer  au  mou- 
vement des  planètes  et  des  comètes;  c'est  l'objet  des  paragraphes  sui- 
vants. 
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§  J.  —   Du  mouvement  des  planètes  et  des  comètes  autour  du  Soleil 
supposé  fixe. 

15.  Dans  le  système  du  inonde,  la  force  attractive  étant  en  raison 
inverse  du  carré  des  distances,  on  fera  R  =  -^j  s  étant  la  force  attrac- 
tive  d'une  planète  vers  le  Soleil,  à  la  distance  r^  i,  ce  qui  donnera 
l\dr  =  -^- 

J  r 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  entre  $  et  /■  (art.  M),  on 
voit  que  la  quantité  sous  le  signe  devient 

laquelle  peut  se  mettre  sous  la  forme 

^D^       \r        1» 

alors  le  second  membre  de  l'équation  exprimera  la  différentielle  de 
l'angle  ayant  pour  cosinus  la  quantité 

D       s 


de  sorte  que,  intégrant,  ajoutant  à  $  la  constante  arbitraire  K  et  pas- 
sant des  arcs  à  leurs  cosinus,  on  aura 


7-n  =  \/^H  +  S'=os('ï'^-'^) 


On  voit  que  la  plus  petite  valeur  de  r  aura  lieu  lorsque  l'angle  <[)4-K 
est  nul  ;  de  sorte  que,  comme  nous  avons  supposé  (art.  12)  que  l'angle  $ 
commence  au  point  qui  répond  au  minimum  de  r,  on  aura 


SECONDE  PARTIE.  -  SECTION  VII.  17 

Donc,  en  faisant,  pour  abréger, 


.^^. 


I  -f-  ecos<5 

équation  polaire  d'une  section  conique  dont  b  est  le  paramètre,  d'ex- 
centricité, c'est-à-dire  le  rapport  de  la  distance  des  foyers  au  grand 
axe,  rie  rayon  vecteur  partant  d'un  des  foyers,  et  <D  l'angle  qu'il  fait 
avec  la  partie  du  grand  axe  qui  répond  au  sommet  le  plus  proche  de 
ce  foyer. 

La  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  de  r  étant  -— —  et ,  leur 

demi-somme  sera  _  ^;  c'est  la  distance  moyenne  que  nous  désigne- 
rons par  a,  de  sorte  qu'on  aura 

b  =z  a{i  —  e^), 
et  si  l'on  substitue  ici  pour  6  et  e  leurs  valeurs  en  D  et  H,  on  aura 

1  —  '  —  g'  _  _  iM 

a-     b      -       g' 

d'où  l'on  voit  que  la  constante  H  doit  être  négative  pour  que  l'orbite 
soit  elliptique;  si  elle  était  nulle,  l'axe  2a  serait  infini,  et  l'orbite 
deviendrait  parabolique;  mais,  si  elle  était  positive,  l'axe  2a  serait 
négatif  ('),  et  l'orbite  serait  hyperbolique.  Dans  le  premier  cas,  la 
valeur  de  l'excentricité  e  sera  moindre  que  l'unité;  elle  sera  i  dans  le 
deuxième  cas  et  plus  grande  que  i  dans  le  troisième. 

Il  y  a  encore  une  autre  hypothèse  d'attraction  qui  donne  aussi  une 
orbite  elliptique,  c'est  l'attraction  en  raison  directe  des  distances; 
mais,  comme  elle  n'est  point  applicable  aux  planètes,  nous  ne  nous  y 

(')  Lorsque  les  formules  donnent  pour  2a  une  valeur  négative,  l'équation  b  =  a{i  —  e-) 
apprend  que  e  est  plus  grand  que  l'unité,  car  b  est  positif  et  égal  à  — ;  c'est  pour  cette 
raison  que  la  trajectoire  est  une  hyperbole.  (/.  Bertrand.) 

XII.  3 
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arrêterons  pas  ici.  On  peut  voir  les  Principes  de  Newton  et  les  Ouvrages 
où  l'on  a  traduit  ses  théories  en  Analyse. 

16.  Revenons  maintenant  à  l'équation  qui  donne  /  en  r  (art.  10),  et 
substituons-y  —  ^  à  la  place  de  fjidr,  gb  =  ga{i  —  e-)  h  la  place  de 
D^,  et  —  -  à  la  place  de  2H;  elle  deviendra 

r  dr 


dt: 


v/gal/e^- 


Faisons  i =  ecosÔ,  ce  qui  donne 

/■  =1  rt(i  —  e  cos9)  ; 
on  aura 

dt=^i/  —  {i  —  ecosô)  dd, 

et,  intégrant  avec  unQ  constante  arbitraire  c, 

t  —  c  =  i /^  {6  —  esmB). 

Cette  équation  donnera  G  en  l;  et  comme  on  a  /•  en  0,  on  aura,  par  la 
substitution,  r  en  t. 

Si  l'on  fait  la  même  substitution  dans  l'équation  entre  $  et  /•  de  l'ar- 
ticle 11,  on  aura  celle-ci 

I  —  ecos9 
dont  l'intéerale  est 


.  ■    v/i  —  e-sinÔ 

$  =  arc  sin y, — h  const. 


Mais  on  peut  avoir  la  valeur  de  $  en  ô  sans  une  nouvelle  intégration, 
par  la  simple  comparaison  des  valeurs  de  r,  laquelle  donne  l'équa- 
tion 

3;  =:  rt(i  —  e  cos6), 

H-ecos® 
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d'où  l'on  tire,  à  cause  de  ^  =  aU  —  e-). 


e  cos9 
et,  de  là. 


sin<fi  = 


si  11  9 


<ï>  /i 

tang-  =  y/- 


e 

tana;-- 


On  voit,  pai"  ces  formules,  que,  lorsque  l'angle  0  est  augmenté  de 
36o°,  le  rayon  /-revient  le  même,  et  que  l'angle  $  est  aussi  augmenté 
de  360°.  Ainsi  la  planète  revient  au  même  point,  après  avoir  fait  une 
révolution  entière.  Or,  l'angle  0  augmentant  de  SGo",  le  temps  t  se 

trouve  augmenté  de  1/—  x36o;  c'est  le  temps  que  la  planète  em- 
ploie pour  revenir  au  même  point  de  son  orbite,  et  qu'on  nomme  le 
temps  périodique.  Ainsi  ce  temps  ne  dépend  que  du  grand  axe  2a,  et  il 
est  le  même  que  si  la  planète  décrivait  un  cercle  ayant  pour  rayon  la 
distance  moyenne  a.  Dans  ce  cas,  on  aurait 


Vf 


e  —  o,  t  —  c  —  di/  —  ,  e  =  <l>; 

V  g 

ainsi  le  temps  serait  proportionnel  aux  angles  parcourus.  Et  si  l'on 
suppose  g  =  X ,  et  qu'on  prenne  la  distance  moyenne  a  de  la  Terre  pour 
l'unité  des  distances,  les  temps  seront  représentés  par  les  angles 
mêmes  que  la  Terre  décrirait  si  elle  se  mouvait  dans  un  cercle  dont  la 
distance  moyenne  serait  le  rayon,  avec  une  vitesse  égale  à  l'unité.  Le 
mouvement  dans  ce  cercle  est  celui  que  les  astronomes  appellent  wo?<- 
vement  moyen  de  la  Terre  ou  du  Soleil,  et  auquel  ils  rapportent  com- 
munément les  mouvements  des  autres  planètes. 

17.  Lorsque  l'orbite  est  hyperbolique,  le  grand  axe  a  devient  né- 
gatif et  l'angle  0  imaginaire.  Pour  appliquer  les  formules  précédentes 
à  ce  cas,  faisons 

a=: — A         el        9=-^^=, 

\J—X 
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on  aura  par  les  formules  connues,  i  étant  le  nombre  dont  le  logarithme 
hyperbolique  est  i, 


sinf 


2  \/—1 

et  les  équations  de  l'article  précédent  deviendront 


'_( 

$  /e  -+-  I  i'^ 


.'0        .-;© 

à  cause  de  e>- 1. 

18.  L'équation 

/•(i  +  ecos$)=  b, 

trouvée    dans   l'article    15,  donne,   en    substituant   X   pour   rcos$ 

(art.  13), 

^ b  —  /•  __  «(i  —  e^)  —  r 

e  e 

Substituant  pour  r  sa  valeur  en  G,  a(\  —  ecosO),  on  aura 

X  =  a(cos9  —  e). 


et,  comme  Y  =  sjr^  —  X^ ,  on  trouvera 


expressions  fort  simples  qu'on  pourra  substituer  dans  les  expressions 
générales  dea:,  j,  z  du  même  article. 

Ainsi  il  ne  s'agira  plus  que  de  substituer  la  valeur  de  G  en  l,  tirée  de 
l'équation  donnée  dans  l'article  16,  pour  avoir  les  trois  coordonnées 
en  fonction  du  temps. 

19.  L'angle  G,  que  nous  venons  d'introduire  à  la  place  de  t,  est  ce 
qu'on  appelle  en  Astronomie  anomalie  excentrique,  et  qui  répond  à 

X anomalie  moyenne  [t  —  c)l/-^  et  à  V anomalie  vraie  $;  mais  les  astro- 
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nomes  ont  coutume  de  compter  ces  angles  depuis  le  sommet  de  l'el- 
lipse le  plus  éloigné  du  foyer  où  le  Soleil  est  supposé  placé,  et  qu'on 
nomme  aphélie  ou  apside  supérieure,  au  lieu  que,  dans  les  formules 
précédentes,  ils  sont  supposés  comptés  depuis  le  sommet  le  plus 
proche  du  même  foyer,  qu'on  nomme  périhélie  ou  apside  inférieure. 
Pour  les  rapporter  à  l'aphélie,  il  n'y  aurait  qu'à  y  ajouter  l'angle  de 
180°,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  changer  le  signe  de  la  quantité  e; 
mais,  en  prenant  l'origine  des  anomalies  au  périhélie,  on  a  l'avantage 
d'avoir  des  formules  également  applicables  aux  planètes,  dont  l'excen- 
tricité est  assez  petite,  et  aux  comètes,  dont  l'excentricité  est  presque 
égale  à  l'unité,  leur  grand  axe  étant  très  grand  tandis  que  le  paramètre 
conserve  une  valeur  finie. 

20.  Il  nous  reste  à  déterminer  0  en  t,  c'est-à-dire  l'anomalie  excen- 
trique par  l'anomalie  moyenne;  c'est  le  problème  connu  sous  le  nom 
de  problème  de  Kepler,  parce  qu'il  est  le  premier  qui  l'ait  proposé  et 
qui  en  ait  cherché  la  solution.  Comme  l'équation  entre  ^  et  G  est  trans- 
cendante, il  est  impossible  d'avoir,  en  général,  la  valeur  de  6  en  ^  par 
une  expression  finie  ;  mais,  en  supposant  l'excentricité  e  fort  petite,  on 
peut  l'avoir  par  une  série  plus  ou  moins  convergente.  Pour  y  parvenir 
de  la  manière  la  plus  simple,  nous  ferons  usage  de  la  formule  générale 
que  nous  avons  démontrée  ailleurs  ('),  pour  la  résolution  en  série 
d'une  équation  quelconque. 

Soit  une  équation  de  la  forme 

»  =  9-/(9); 
/(O)  dénotant  une  fonction  quelconque  de  0,  on  aura  réciproquement 

6—u  +  f{ii)-\ '-■^  ^    '  ^  H "--V  ,    ,      + 

•^  "z  du  2.3  du- 

En  général,  si  l'on  demande  la  valeur  d'une  fonction  quelconque 

(1)  ^oir  les  Mémoires  de  Berlin,  années  1768-69;  la  Théorie  des  fonctions,  Chap.  XVI, 
I"  Partie,  cl  le  Traité  de  la  Résolution  des  équations,  note  i  i.        {Note  de  Lagrange.) 
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de  G  désignée  par  F(ô),  on  fera 


F'(Ô)  = 


f/F(5) 
clQ     ' 


et  l'on  aui'a 


F(Ô)  =  F(«)+/(«)F'(«) 


d[fiuy-F'iu)]    ,    d-^[f(uYF'{u)] 


2  <;/?/  2  .  3  d^J«^ 

21.  Pour  appliquer  cette  formule  à  l'équation  de  l'article  16,  on  fera 

/(9)=esin9         et         «  =  (i-c)y/j; 

on  aura  immédiatement 

.dsin^ti         .,  d'^  s\n^  u 


'  ^  Il  ~{-  e  S]nii.  -h  e' 


2  dti 


2  . 3  rf«^ 


OÙ  il  n'y  aura  plus  qu'à  exécuter  les  différentiations  indiquées;  mais, 
pour  avoir  des  expressions  plus  simples,  il  conviendra  de  développer 
auparavant  les  puissances  des  sinus  en  sinus  et  cosinus  d'angles  mul- 
tiples de  u. 

On  aura  de  même 

.    ,           .                ,                       ,  f/(sin-M  cos m)         ,  f/-(sin^i/ cos«) 
sm&    =  siii  ?<  H- e  sin«  cos« -I- e- ; \- e'  ' 


cosO    =:cos« — esin-«  —  e- 


tane9  =  lang(/  +  e 


1  du 


2 . 3  du- 


2  du 


2 . 3  du- 


d- 


2.3  du^ 


COS'  «  2  f/;/ 

On  aura  ainsi,  par  les  formules  des  articles  16  et  17, 

,  (isin^(<         ,  d^  sin''  u 


/•   ^za{i  —  e  cos u  +  e- sm- u -\- e' 


2  du 


-d 


/■«=;  a"\  (i  — e  cos  ii)"-\-  ne-  sin-  «(i  —  e  cos«) 


2 . 3  dii"^ 


_j       7îe^(isin'H([ — ecos^O"" 


2  £/(< 


ff     COS(/  ■ 


•  e(i  +  sin-«)  —  e 


,  f/sin^H  fPsin*;< 


2  f/M 


2 . 3  du- 


]■ 


Y  :=  a\/ 1 —  e-   s'\nu  -H  e  s'mu  cosu  +  i 


,  d(sin-  u  cos  m)         3  (r/-(sin^M  cos«) 


i=V 


I  +  cos  u 


2  du 
sin-(< 
-t-  cos; 
2  du 


2.3  du'^ 
2     sin^  u 

IH-  C0S(< 

2 . 3  du- 
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22.  On  pourrait  tirer  de  là  la  valeur  de  l'angle  $  par  la  série  qui 
donne  l'angle  par  la  tangente,  mais  on  aurait  difficilement,  de  cette 
manière,  une  série  dont  on  pût  connaître  la  loi.  Pour  obtenir  une  telle 
série,  il  faudra  tirer  d'abord  la  valeur  de  l'angle  $  de  l'équation 


lang  —  =  t  / lanff  - , 

2        y    1  —  e  2 

ce  qu'on  peut  faire  d'une  manière  élégante,  en  employant  les  exponen- 
tielles imaginaires.  On  aura  ainsi  cette  transformée,  en  prenant  i  pour 
le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité. 


-^/=i 


■  ^^—i 


;/=T 


v/fs 


-J~' 


laquelle  se  réduit  à  celle-ci 


iOv/:^. 


e  jOv/- 


d'où  l'on  lire,  en  faisant 


(l  —  £)i^v'-'H-  I  +  E 


ou  bien,  en  supposant  E  = =  - 


+  v/i  —  e^ 
—  Ei-N~ 


i_EiOv/-' 

Prenons  maintenant  les  logarithmes  des  deux  membres,  on  aura,  en 
divisant  par  v^—  r , 

<&  =  9  -+-  -L=  log(i  —  Ei-«s/=^)  —  -4=  Iog(i  -  Ei"v/='i); 

réduisant  les  logarithmes  du  second  membre  en  série,  et  substituant 
ensuite,  à  la  place  des  exponentielles  imaginaires,  les  sinus  réels  qui  y 
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répondent,  on  aura  enfin  la  série  (') 

2  3 

Il  ne  s'agira  donc  plus  que  de  substituer  pour  0  sa  valeur  en  u.  Si 
donc  on  fait,  pour  abréger, 

U  =  cos ?<  -h-  E  cos 2 «  +  E-  cos ou  -h . . ., 


.  .  e-dsm-u       e-d-SM)^u 

W  —  a  -:-  e  sin  u  H ; 1 ,,    ,  ,, h . . . 

2  au  1 .  o  du'' 

2E-  2E^ 

+  2E  sin  H  +  - —  sin2«  h-  '^-t-  siii3«  +. . . 
2  3 

-t- 2eEUsin;(  +  2e-E— ^^ ; ^  +  2e^E-    ^  ' 


2  du  1 . 3  du- 

On  peut  réduire  la  valeur  de  U  à  une  forme  finie,  et  l'on  trouve 

j-, cosit  —  E         (1  +  \/i  —  e-)  cos£<  —  e 

I  —  2Ecos«  +  E"-  2(1  —  ecos«) 

Ces  formules  ont  l'avantage  de  donner  la  loi  des  séries,  qui  n'était  pas 
connue  auparavant. 

23.  Puisqu'en  prenant  le  plan  des  xy  pour  celui  de  l'écliptique  sup- 
posé fixe,  et  supposant  l'axe  des  x  dirigé  vers  le  premier  point  A' Aries, 
l'angle  ç  est  ce  qu'on  appelle  la  longitude  de  la  planète,  l'angle  h  est 
la  longitude  du  nœud,  l'angle  tj;  est  la  latitude,  il  est  clair  que  l'angle 
$  +  k,  dont  cp  —  h  est  la  projection  sur  l'écliptique,  sera  la  longitude 
dans  l'orbite  comptée  du  nœud,  ou  ce  qu'on  appelle  Xargument  de  la 
latitude;  et  l'équation  (art.  7) 

tang  (  9  — /O  =  cos  j  lang  ( 4»  H- /(■  ) , 


(1)  Voir  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin  de  1776  plusieurs  applications  de 
cette  méthode  («).  {Note  de  Lagrange.) 

(•*)  Le  Mémoire  auquel  renvoie  Lagrange  a  pour  litre  Solution  de  quelques  problèmes  d'^Jsirononiie  par  le  moyen 
des  séries  et  se  trouve  inséré  au  tome  IV  des  OEuvres  de  Lagrange^  p.  275.  G.  1». 


SECONDE  PARTIE.  —  SECTION  VIL  25 

qui  donne  l'angle  ç  par  $,  pourra,  lorsque  l'inclinaison  est  assez  petite, 
se  résoudre  en  série  par  la  méthode  des  exponentielles  imaginaires 
employée  ci-dessus.  II  n'y  aura  qu'à  mettre,  dans  l'expression  de  $ 
en  6,  0  —  A  à  la  place  de  -;  $  +  /t  à  la  place  de  -,  et  cosi  à  la  place 

de  £,  ce  qui  donnera 

„      cos  i  —  I  „  « 

E= : =— tang--: 

COSi  -t-  I  2 

et  l'on  aura 

ta  —  /i  =  (4»  +  k)  —  tang-  -  sin  2  (4>  +  /,) 

+  -tang'-sin4(4»  +  A)  —  ^tang»  ^sin6(<&  +  A)  h- 

L'équation  qui  donne  '^  en  ç  (art.  5), 

lang4'  =  tang/ sin(9  —  h), 

pourrait  aussi  se  résoudre  de  la  même  manière,  mais  il  en  résulterait 
une  série  moins  élégante.  On  aurait  d'abord  l'équation  en  exponen- 
tielles imaginaires,  i  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique 
est  I, 

d'où  l'on  tirerait 

1+  '^"g'  [i(cp-/o  v/=T_  i-«p-/./riJ 

j24,v^  _ ?_^ ^ 

i_  î:^lMi[i(?-/osR^_i-(?-/o\/=^] 

et  prenant  les  logarithmes 


2  ^—  I 

tang'i 


3.8s/- 


5.32v^ 


XII. 
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enfin,  en  développant  les  puissances  des  exponentielles  imaginaires  et 
y  substituant  les  sinus  qui  y  répondent,  on  aurait 

i{j=4-lang«sin(9  — /i)  -\ — y-[sin3(!p  —  h)  —  3sin(cj;  —  h)] 

H —    ^     [sin5(g)  —  /i)  —  5sin3(ç  —  /i)  +  iosin(o  —  A)] 


Les  séries  que  nous  venons  de  donner  ne  sont  convergentes  qu'à 
raison  de  la  petitesse  de  l'excentricité  e  (')  ou  de  l'inclinaison  i,  et  ne 
sont,  par  conséquent,  applicables  qu'aux  orbites  elliptiques  peu  diffé- 
rentes du  cercle  et  peu  inclinées,  telles  que  celles  des  planètes  et  de 
leurs  satellites;  il  n'y  aurait  d'exception  que  pour  Pallas,  une  des 
quatre  nouvelles  petites  planètes,  dont  l'inclinaison  sur  l'écliptiqué 
est  d'environ  34",  ce  qui  donne  pour  tang^-  une  fraction  encore  assez 
petite;  de  sorte  que  la  série  de  la  valeur  de  cp  en  $  sera  très  conver- 
gente, mais  la  série  de  ^|;  en  cp  le  sera  beaucoup  moins. 

24.  Après  le  cas  où  l'excentricité  e  est  très  petite,  le  problème  de 
Kepler  est  encore  résoluble  analytiquement  dans  le  cas  où  l'excentri- 
cité est  peu  différente  de  l'unité,  et  qui  est  celui  des  orbites  pi'esque 
paraboliques,  comme  celles  des  comètes.  Dans  ce  cas,  le  demi  grand 
axe  a  devient  très  grand,  et  l'équation  de  l'article  15 


(')  Dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  pour  iSaS,  Laplace  a  donné  la  con- 
dition nécessaire  pour  la  convergence  des  séries  précédentes.  La  même  question  a  été 
traitée  depuis  par  M.  Caucliy  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  et 
dans  les  Exercices  d'Analyse  et  de  Physique  matliématique  de  1841.  L'analyse  de 
M.  Cauchy  a  été  enfin  développée  et  complétée  par  M.  Puiseux  dans  le  Journal  de  Ma- 
thématiques de  M.  Liouville,  t.  XIV;  1849-  ^oi>  une  Note  à  la  fin  du  Volume.  Legendre  a 
donné  d'ailleurs,  dans  les  Exercices  de  Calcul  intégral  (V°  Partie,  n°  116)  une  série  beau- 
coup plus  convergente  pour  exprimer  ^  en  fonction  de  tp  —  /(.  Cette  série  s'appliquerait 
même  à  la  planète  Pallas  («).  (/.  Bertrand.) 

(")  La  série  de  Leçendrc  est  la  suivante  ; 

J/=  2  lanB|sin(9 -/<)+!  langs  jsin3(t?-/0+|  lang' i  sinSI?  -  A)  +  -  lang'  i  siii7(9  -  /i)  -1-.. . . 

G.  D. 
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_^ b^ 

la        8  a' 


L'équation  entre  t  et  6  (art.  16),  étant  mise  sous  la  forme 

(<  — c)i/^  =9  — esinS, 
y    a' 

fait  voir  que,  lorsque  a  est  très  grand,  0  devient  très  petit,  de  sorte 

.1-1               ■    f,        n         S'  S'- 

qu  on  peut  développer  sinO  en  0 ^  H ,   .  ,  —  . . . . 

En  faisant  ces  substitutions  dans  l'équation  précédente,  on  aura 

{t-c)\ 


«•■'       2.3       2.3.4-5 
b 


ia\         2.3 

5(9-...)+..., 


OÙ  l'on  voit  que  la  quantité  0  est  de  l'ordre  de  — =•  Si  donc  on  fait 

\Ja 
G-    ® 

7=' 
v«  . 

et  qu'on  ne  pousse  l'approximation  que  jusqu'aux  termes  de  l'ordre  de 
-1  on  aura 


I  fb 


(.-c)v/^^>+^03+l^0_JLe3_ 


2.3  «\8  4-3  2.3.4-5 

On  trouvera  par  les  mêmes  réductions 

'■=^^--®^)-^4-^(?-^<^-^-ï^4 

X=i(6-0=)  +  f  fi+l0''Y 
2  8a  \        3      / 

Y  =  ^60_-V^03. 
2.3a 
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Soit  T  la  valeur  de  0  lorsque  «  =  co,  ce  qui  est  le  cas  de  la  para- 
bole; on  a,  pour  déterminer  T  en  ?,  l'équation  du  troisième  degré 

T3+36T  =  6(f  — c)v/g, 
laquelle  donne 


et  si  l'on  fait 


T'  = 


^  ^  "6~  -^37475 
T' 


et,  de  là. 


0=::T  + 


,.=  _(5  +  T-)  +  -(^8  -^-^+TT 
o-  *  —  -1  _  i  fl^  T^     _  T^ 

''"^2'~V^  "\      4       ^     I2\/b         sfb 

Mais  l'irrationnalité  de  l'expression  de  T  empêchera  toujours  que 
ces  formules  ne  soient  d'un  grand  usage  dans  le  calcul  analytique 
des  orbites  paraboliques  ou  presque  paraboliques. 

25.  Il  est  bon  de  remarquer,  relativement  au  mouvement  parabo- 
lique, qu'on  peut  déterminer  le  temps  employé  à  parcourir  un  arc 
quelconque  de  la  parabole  par  une  formule  assez  simple,  qui  ne  ren- 
ferme que  la  somme  des  rayons  vecteurs  qui  répondent  aux  deux  extré- 
mités de  l'arc  et  la  corde  qui  sous-tend  cet  arc. 

En  faisant  a  infini  et  0  =  t:  \]b,  les  formules  précédentes  donnent 

6(<  — c)v/g=^\/ï(3t-i-T3),         -c^tang-, 
■2r=b{i-<rZ-),         2X  =  6(i— T=),         Y=;6t. 
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Marquons  par  un  trait  les  mêmes  quantités  rapportées  à  un  autre 
point  de  la  parabole;  la  différence  t'  —  t,  ou  le  temps  employé  à  par- 
courir un  arc  de  parabole  contenu  entre  deux  points  donnés,  sera 
exprimé  par  la  formule 

Or  on  a 


X  =  6  — /•,         Y  =  v^2  br  —  h-  ; 

et,  si  l'on  nomme  v  la  corde  qui  joint  les  deux  extrémités  des  rayons  r 
et  r' ,  on  aura 

(>-'=  (X'-  X)2+  (Y'—  Y)^=  (/•'-  r)^-H  {\Jibr'—b---^ihr-  b-)\ 

Soit,  pour  abréger, 

on  aura 

U  zz:  \jibr'  —  b-  —  \Jibr  —  b', 

équation  d'où  il  s'agit  de  tirer  la  valeur  de  b. 

Faisant  disparaître  les  radicaux  et  ordonnant  les  termes  par  rapport 

à  b,  on  a 

b'[{r'-  ry+  U^]  -  b\J\r'-^r)  +  H!  =  o, 

4 

d'oîi  l'on  tire 

UK/-'+r  +  v/4/-'/--U^) 

OU  bien,  en  multipliant  le  haut  et  le  bas  par  /-'+  /•  —  \/^r'r—  U-, 

IP 

_  \/2br  —  b^_ 


b  = 

Maintenant  on  a 

donc 

"-"=77 

et 

donc 

tt'  = 

..3( 

r  -{-  r') 

-3- 

U^ 

b 

2  b-' 

6(f'-  0  v/i-=  -^  [6b{r'+  ;•)  -  U^]; 
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substituant  la  valeur  de  h,  cette  quantité  devient 


{i{r  ^  r')  ^\J  krr'  -W\^i{r'  -^  r)  -  isl  [^rr'  —V,"-. 

Donc  enfin,  en  remettant  pour  U-  sa  valeur,  et  faisant  r  +  r'^^s,  on 
aura 


,  {lS^\ls'- —  ('-)   V25 —  1\ls- 


6v/i 
expression  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme  suivante,  plus  simple, 

l    l  ;= ) 

comme  on  peut  s'en  assurer  en  prenant  les  carrés. 

26.  Cette  formule  élégante  a  été  donnée  d'abord  par  Euler,  dans  le 
septième  Volume  des  Miscellanea  Berolinensia.  On  pourrait  la  déduire  du 
lemme  X  du  troisième  Livre  des  Principes  mathématiques,  en  traduisant 
en  analyse  la  construction  par  laquelle  Newton  détermine  la  vitesse 
qui  ferait  parcourir  uniformément  la  corde  d'un  arc  de  parabole,  dans 
le  même  temps  que  l'arc  serait  parcouru  par  une  comète,  et  en  obser- 
vant que,  dans  la  parabole,  la  demi-somme  des  rayons  vecteurs  qui 
aboutissent  aux  extrémités  d'un  arc  quelconque  est  toujours  égale  au 
rayon  vecteur  qui  aboutit  au  sommet  du  diamètre  mené  par  le  milieu 
de  la  corde  parallèlement  à  l'axe,  plus  à  la  partie  de  ce  diamètre 
interceptée  entre  l'arc  et  la  corde;  d'où  et  du  lemme  IX  on  tire  la 
valeur  de  ce  dernier  rayon,  exprimée  par  la  corde  et  par  la  somme  des 
rayons  vecteurs  qui  répondent  à  ses  deux  extrémités. 

On  verra  plus  bas  comment  on  peut  étendre  la  même  formule  au 
mouvement  elliptique  ou  hyperbolique  ('). 

(1)  La  formule  relative  au  temps  nécessaire  pour  parcourir  un  arc  de  parabole  a  été 
souvent  attriljuée  à  Lambert,  qui,  en  effet,  y  est  parvenu  en  1761  sans  avoir  eu  connais- 
sance du  Mémoire  d'Euler  où  elle  se  trouve  démontrée,  et  qui  date  cependant  de  1744- 
Lagrange  lui-même  a  partagé  longtemps  l'erreur  dont  nous  parlons;  car,  dans  son  pre- 
mier Mémoire  Sur  le  problème  de  la  de'termination  des  orbites  des  comètes  d'après  trois 
observations  {OEiwres  de  Lagrange,  t.  IV,  p.  439),   il  dit,  à  propos  de  son  théorème  : 
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27.  Enfin  l'équation  entre  0  etz  est  toujours  résoluble  par  approxi- 
mation, lorsqu'on  suppose  le  temps  t  très  petit;  on  a  alors,  pour  Ô  et, 
par  conséquent,  pour  toutes  les  variables  qui  en  dépendent,  des  séries 
ordonnées  suivant  les  puissances  de  t,  et  qui  seront  d'autant  plus  con- 
vergentes que  la  valeur  de  t  sera  plus  petite.  Mais,  dans  ce  cas,  il  est 
plus  simple  d'en  tirer  la  solution  directement  des  équations  différen- 
tielles en  X,  y,  s  et  z  de  l'article  9,  en  y  faisant  R  =  -^. 

En  regardant  les  variables  oc,  y,  z  comme  des  fonctions  de  t,  et  sup- 
posant qu'elles  deviennent  a; +3?',  j +j',  z -^  z' ,  lorsque  t  devient 
i  -+- 1' ,  on  a,  en  général,  par  le  théorème  connu, 


x' 

dx 

'  + 

d-x 

df- 

2 

+ 

d'x 

dl^ 

2.3 

y' 

-  di  '■ 

'  + 

d\Y 
dt^ 

t"- 
2 

-h 

d\Y 
dl-' 

z" 
O 

z' 

dz 

-dt' 

'  + 

d^z 

df 

2 

-+- 

d'z 
dt^ 

et  il  ne  s'agira  que  d'y  substituer  les  valeurs  des  différentielles  de  a:-, 
y,  z,  déduites  des  trois  équations 

d'^x        %x  d-y       s  Y  d^s       gs 

dt^     ^     /■»  '  df'    ^     /•'  '  dl'-  /■' 

auxquelles  on  pourra  joindre,  pour  simplifier  le  calcul,  l'équation  en  r 
de  l'article  10 

TT   -  r^  dr^       _„ 

2Hr^+2êv---^=D% 

laquelle,  étant  différentiée  et  divisée  par  2.?-dr,  donne 

d{rdr)  _ 


2H 


dt''- 


«  M.  Lambert  est  parvenu  à  un  des  théorèmes  les  plus  élégants  et  les  plus  utiles  qui 
aient  été  trouvés  sur  ce  sujet,  et  qui  a  en  même  temps  l'avantage  de  s'appliquer  aux 
orbites  elliptiques.  »  Cette  phrase  a  été  imprimée  en  1780,  c'est-à-dire  trois  années  avant 
la  mort  d'Euler,  qui  n'a  jamais  réclamé  son  droit  de  priorité.  Dans  les  Mémoires  de  Berlin 
pour  1771,  Lambert  cite  le  même  théorème  et  s'en  attribue  la  découverte. 

(/.  Bertrand.) 
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d'où,  en  différentiant  de  nouveau  et  faisant,  pour  abréger, 

/■  dr 

on  a  celle-ci 

d-s        s  s 

d¥^T^  =  '>' 

laquelle  est  tout  à  fait  semblable  aux  précédentes. 

On  aura  ainsi,  par  des  difTérentiations  et  des  substitutions  succes- 
sives, 


d^x 
IF 

gjc            d^x        3g5           g   dx 

d''x 
df' 

,  /3gc?5  3.5g5'-  g'\  ,  2.3g5  rfx 
-^\r^   dt            r-'        '    r'^)       '       /-^       dt 

d'  X 

'di? 

/  3.3.5g  5rf.ç  3.5.7g53  3.5g^5\ 
""  "^  V           /■'         dt    '          7-''                  r»     / 

/3.3g  f/.ç       3.3.5g52       g'-\dx 

et  ainsi  de  suite. 

On  aura  de  pareilles  expressions  pour  les  différentielles  de  y  et  ^, 
en  changeant  seulement  a?  en  j  et  z. 

28.  On  fera  donc  ces  substitutions,  et,  comme  les  quantités  a;,  j,  :; 
et  leurs  différentielles  se  rapportent,  dans  ces  formules,  au  commence- 
ment du  temps  t' ,  si  l'on  y  change  t'  en  t,  et  qu'on  désigne  par  x,  y,  z, 
r,  s  les  valeurs  de  x,  y,  z,  r,  s  qui  répondent  à  f  =  o,  et  qu'on  suppose, 
pour  abréger, 

T^_^,_  g  «'    ,.3gs    <^      ,    /'3g*       3.5gs^    ,    g^^      t'' 


r^  2        7-^    2.3       \v'   dt  r'  r^  2.3.4 

3.3.5g  so?s       3.5.7gs^       3.5g^s^ 


dt  r'  r«      /  2.3.4.5 


,.  g    f^         2.3gs     l'^  /3.3g  ds       3.3.5gs^ 


r^  2.3  r»     2.3.4       \    r^     dt  r'  r"/ 2.3.4.5 


on  aura  ces  expressions 


.  =  XT-.|V,        7  =  yT-H|v,        .  =  zT+^^;v. 
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A  l'égard  des  constantes  s  et  -r  que  renferment  ces  expressions,  il 

est  bon  de  remarquer  qu'elles  se  réduisent  immédiatement  aux  con- 
stantes D  et  H  d'où  dépendent  les  éléments  a,  h,  c  de  l'orbite  ellip- 
tique, comme  nous  l'avons  vu  dans  l'article  8.  Car,  en  rapportant  au 
commencement  du  temps  t  les  deux  équations  en  r  de  l'article  précé- 
dent, on  a 

- — 1—^ 2s:r=  2H1-— D-,  — T- -=aH, 

dt^  ^  '  de'  r 

savoir 

s-=:2gr  + 3Hr=— D-,         -t:~2H-i-^, 
°  dt  Y 

et  substituant  pour  H  et  D-  leurs  valeurs —   et  gè  (art.  15),  on 

aura 


d'oii  l'on  lire 


\       \  d%  , 

= j-,  6  =  2  1- 

r        K  dl 


On  voit  par  là  que  les  quantités  T  et  V  ne  dépendent  que  de  la  figure 
de  l'orbite,  et  nullement  de  la  position  de  son  plan. 

29.  Comme  la  quantité  -j—,  ou  s,  est  déterminée  par  une  équation 

différentielle  semblable  à  celle  qui  détermine  .t,  on  aura  aussi  pour 
cette  quantité  une  expression  semblable,  en  cbangeant  seulement  x  et 

d\  ^  ds     ,^  .      ■ 

-r  en  s  et  -5- •  On  aura  ainsi 
at  dl 

rdr         ,„       r/s ,. 
s  ^  — j—  =  s  1  H — r-  \  . 

dt  dt 

De  là,  en  intégrant  et  ajoutant  la  constante  r-, 

r^=zv'-^  25  fj  dt  +  ^   f'Vdl. 

où  les  intégrales  doivent  être  prises  de  manière  qu'elles  soient  nulles 
XII.  5 
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lorsque  t  =  o.  Oa  aura  ainsi,  eu  substituant  les  valeurs  de  T  et  V,  et 
ordonnant  les  termes  par  rapport  aux  puissances  de  l, 

al  r^    3       \    r'  i-*  cU  j  3.4 

\  r^     dt  y  r''  /  3.4-3 

Cette  expression  de  r-  doit  être  identique  avec  celle  que  donneraient 
les  valeurs  de  x,  j,  =  ;  car,  puisque  /•-  =.  x"-  +  y-  -\-  z-,  on  aura  aussi 

,,„,,  X  (ix +  y  rfy  4- zj^z,,,,.       d\- -\-  dy- -h  dz\„ 

,.^(^._+y.+  Z-)l-+3  ^^ IVH ^_ V-. 


Or 

X  d\  -+- 

\-  ^  -J—    V-  -U   7-   P-  

dt  dt 


X  ds.  -+-  Y  dy  +  z  d/,        r  dv 


et 


c/x- H- f/y- 4- f/z-  ,,       2  g  d(rdr)        8  ,     ,    ^--x        «^s        g 

f- =  211  +^  (art.  9)  = h  -  (art.  27)  =  -p  4-  2, 

dt-  r    ^  d^  r  ^  f/^       r 


de  sorte  qu'on  aura 


.^=:r^r+2sïV+(|+f)vS 
valeur  qui  coïncide  avec  la  précédente. 

§  II.  —    Détermination  des  éléments  du  moM'ement  elliptique 
on  parabolique. 

30.  Dans  la  théorie  des  planètes,  on  nomme  éléments  les  six  quan- 
tités constantes  qui  servent  à  déterminer  la  figure  de  l'orbite,  sa  posi- 
tion par  rapport  à  un  plan  fixe,  qu'on  prend  pour  celui  de  l'écliptique, 
et  l'époque  ou  le  moment  du  passage  par  l'aphélie  ou  par  le  périhélie. 

Soient,  comme  dans  le  paragraphe  précédent,  a  le  demi  grand  axe 
ou  la  distance  moyenne  et  h  le  demi-paramètre;  ces  deux  éléments 
déterminent  la  figure  de  l'orbite;  et  si  l'on  nomme  e  l'excentricité,  ou 
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plutôt  le  rapport  de  la  distance  des  deux  foyers  au  grand  axe,  on  a 

b  =^  a{\  —  e - )    . 
et,  par  conséquent, 

Soit,  de  plus,  c  le  temps  qui  répond  au  passage  de  la  planète  par  le 
périhélie;  cet  élément,  avec  les  deux  précédents,  servira  à  déterminer 
le  mouvement  elliptique,  indépendamment  de  la  position  de  l'orbite 
dans  l'espace. 

Pour  déterminer  cette  position,  soit  k  la  longitude  du  périhélie 
comptée  depuis  la  ligne  des  nœuds,  c'est-à-dire  l'angle  que  la  partie  du 
grand  axe  qui  répond  au  périhélie  fait  avec  la  ligne  d'intersection  du 
plan  de  l'orbite  avec  un  plan  fixe;  cet  élément  détermine  la  position 
de  l'ellipse  sur  le  plan  de  l'oi'bite. 

Soit  entin  /  l'inclinaison  de  ce  plan  sur  le  plan  fixe  auquel  on  le  rap- 
porte et  qu'en  Astronomie  on  prend  ordinairement  pour  l'écliptique 
(nous  le  prenons  dans  nosformules  pour  celui  des  coordonnées  oc-,  y), 
et  soit  h  la  longitude  du  nœud,  c'est-à-dire  l'angle  que  l'intersection 
des  deux  plans  fait  avec  une  ligne  fixe,  que  les  astronomes  supposent 
dirigée  vers  le  premier  point  A'Aries  et  que  nous  prenons  pour  l'axe 
des  X. 

Ces  six  quantités  a,  h,  c,  h,  i,  k  sont  les  éléments  qu'il  s'agit  de 
déterminer,  d'après  quelques  circonstances  du  mouvement  elliptique 
donné. 

31.  Le  cas  le  plus  simple  de  ce  problème  est  celui  où  l'on  connaît  la 
position  du  mobile,  sa  vitesse  et  sa  direction  dans  un  instant  quelconque 

donné.  Dans  ce  cas,  les  données  sont  les  valeurs  de  x,  y,  z,  -^,  —,  -f' 

^  dt      eu      (II: 

pour  un  instant  donné,  valeurs  que  nous  désignerons  par  les  lettres 
romaines  x,  y,  ï,  ~j-->  -4-^  -j-  ■>  et  il  s  agira  d  exprimer  par  ces  six  quan- 
tités les  six  éléments  a,  h,  c,  h,  i,  k. 
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L'article  9  donne  d'abord,  en  mettant  —  7  à  la  place  de   /  Rf//-  el 

,  ,  clx    dy    dz  d\    dv    dz 

changeant  œ,y,  =.,  r,  ^,  -£,  ^^  en  x,  y,  z,  r,  ^,  ^,  ^^, 

dz.  dy  _  d\  dz  ,^  dy  d\ 

^  dt  dt  dt  dl  dt        ■'  dt 

'"=(S)-(l)'-(S)-ï' 

et  les  articles  11  et  15  donnent 

A  ;=:  D  sin(sin/i,         B= — Dsinj'cos/;,         C  =  Dcosj', 

On  aura  ainsi  immédiatement,  par  ces  formules,  les  valeurs  du  demi- 
axe  a,  du  demi-paramètre  b,  d'où  l'on  tire  l'excentricité  e  —  i/  \ , 

et  les  angles  A  et  «';  et  il  ne  restera  qu'à  connaître  les  quantités  c  et  Je. 

32.  Il  est  bon  de  remarquer  que  la  valeur  de  a  et  celle  de  h  peu- 
vent se  réduire  à  une  forme  plus  simple.  En  effet»  il  est  clair  que 
x'-  +  y'-  +  z'-  est  le  carré  de  la  vitesse  initiale,  laquelle  étant  nom- 
mée u,  on  aura 


d'où  l'on  voit  que  le  grand  axe  de  la  section  conique  et,  par  consé- 
quent aussi,  le  temps  périodique  (art.  16)  ne  dépendent  que  de  la  dis- 
tance primitive  du  corps  au  foyer  attractif  et  de  la  vitesse  de  projec- 
tion. 

A  l'égard  du  paramètre  ib,  on  a  réduit,  dans  l'article  11,  la  quan- 
tité D  à  la  forme 1  où  û?$  est  l'angle  décrit  par  le  rayon  r  dans  l'in- 
stant dt,  de  sorte  que  rd^  est  le  petit  arc  décrit  par  le  même  rayon; 
par  conséquent,  '—-  est  la  vitesse  perpendiculaire  à  ce  rayon  et  que  le 
corps  a  pour  tourner  autour  du  foyer. 
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Si  l'on  désignait  cette  vitesse  de  rotation  par  v,  on  aurait 


dt 


\'st^. 


et,  par  conséquent, 


b  = 


Ainsi  le  paramètre  2b  ne  dépend  que  du  rayon  r  et  de  la  partie  de 
la  vitesse  u,  par  laquelle  le  corps  tend  à  tourner  autour  du  foyer  vers 
lequel  il  est  attiré. 

33.  Pour  trouver  la  valeur  de  l'élément  c,  qui  détermine  le  temps 
du  passage  par  le  périhélie,  on  remarquera  que  cette  constante  n'est 
entrée  dans  le  calcul  que  par  l'intégration  qui  a  donné  la  valeur  de  ;■ 
en  t  (art.  IG). 

Donc,  si  l'on  dénote  par  S-  la  valeur  de  0  qui  répond  à  /  =  o,  on  aura 

par  les  formules  de  l'article  cité,  en  y  faisant  i  =  o,  ce  qui  change  /■ 

en  r  et  0  en  &, 

/(? 
—  c  zzz  i/ —  {'s  —  esinS),         r  =r  «(i  —  e  cos2?). 

Ainsi  on  aura  par  l'élimination  de  &  la  valeur  de  c  en  r,  puisque  a  et  e 
sont  déjà  connues. 

Enfin,  pour  déterminer  le  dernier  élément  k,  qui  est  aussi  entré 
par  l'intégration  de  l'équation  entre  r  et  $  (art.  15),  on  remarquera 
d'abord  que  l'on  a  (art.  4),  en  changeant  se,  y  en  x,  y,  et  rapportant 
l'angle  ç  au  commencement  de  /, 


Ensuite  l'article  7  donne 

,^       ,.        tan2;(o  — /() 
lang((I»  H-  A-)  =  — 5^-i-^ , 

C0S4 

de  sorte  que,  h  et  i  étant  déjà  connus,  on  aura,  par  l'angle  intermé- 
diaire ly,  l'angle  $  -1-  X-  en  x  et  y;  et  de  là  on  aurt.  k  par  l'équation  de 
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l'article  15  rapportée  à  l'instant  où  /  =  o, 

cos<I)  =  -    -  - 

34.  Si  l'on  connaissait  deux  lieux  du  mobile  dans  son  orbite,  avec 
le  temps  écoulé  entre  les  instants  où  il  a  occupé  ces  deux  lieux,  on 
aurait  aussi  six  données  par  les  coordonnées  qui  répondent  aux  deux 
points  donnés  de  l'orbite,  et  les  six  éléments  seraient  aussi  déterminés 
parles  valeurs  de  ces  coordonnées;  mais  l'expression  transcendante  du 
temps  empêcherait  de  donner  une  solution  générale  et  algébrique  du 
problème.  On  pourra  seulement  le  résoudre  par  approximation,  si  l'in- 
tervalle de  temps  entre  les  deux  lieux  est  assez  petit,  en  faisant  usage 
des  formules  de  l'article  28. 

Soient  x,  y,  z  les  trois  coordonnées  du  premier  lieu  dans  l'orbite 
et  x',  y',  z'  celles  du  second  lieu;  en  prenant  /  pour  le  temps  écoulé 
entre  les  passages  du  mobile  par  ces  deux  lieux,  on  aura,  en  général 
(art.  28), 

Supposons  qu'on  ne  veuille  porter  la  précision  que  jusqu'aux  troi- 
sièmes puissances  de  ^;  on  aura 

Comme  l'expression  de  T  renferme  la  constante 
r  ck X  f/x  4-  y  rfy  +  z  ch 

on  commencera  par  la  déterminer  en  ajoutant  ensemble  les  trois  équa- 
tions précédentes,  après  avoir  multiplié  la  première  par  x,  la  deuxième 
par  y  et  la  troisième  par  z;  on  aura  ainsi  l'équation 

XX.' H-  yy'+  zi5'=  r^T  -+-  s  V, 

d'où  l'on  tirera  la  valeur  de  s  qu'on  substituera  ensuite  dans  l'expres- 
sion de  T. 
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Les  valeurs  de  T  et  de  V  étant  connues,  les  mêmes  équations  donne- 
ront les  valeurs  des  différentielles  ^>  -£,  -^;  ainsi  le  problème  sera 
réduit  au  cas  précédent. 

35.  Enfin,  si  l'on  ne  connaissait  que  trois  rayons  vecteurs  r,  /•',  /•", 
avec  les  temps  t  et  i'  écoulés  entre  les  passages  par  /•  et  /-'  et  par  r  et  r", 
on  pourrait  encore  déterminer  l'orbite  par  les  formules  de  l'article  29, 
en  supposant  les  temps  t  et  i'  assez  petits. 

Car,  en  faisante  =  o  dans  la  valeur  de  r-,  et  ne  poussant  les  séries 
pour  les  valeurs  de  /''-  et  r"-  que  jusqu'aux  <!'  et  i''\  on  aura 


/■-  =  r-, 

équations  d'où  l'on  tirera  les  valeurs  r,  s  et  -^-   Ces  deux  dernières 
donnent  tout  de  suite,  par  les  formules  de  l'article  19, 

I  [  f/s  .  r^        s-  _ 

a        r        g  dt  a        g  ' 

ensuite  on  aura  l'angle  IT  compris  entre  le  rayon  r  et  celui  du  péri- 
bélie,  par  la  formule  (art.  J5) 

COI?II=  j 

re 

e  étant  égal  à  \ /  i 

Si  l'orbite  était  une  parabole,  on  aurait  a  —  ^  et,  par  conséquent, 

f^s  _  g. 
dt  '~  r ' 

alors  il  suffirait  de  connaître  deux  distances  r  et  r';  la  première  donne- 
rait la  valeur  de  r,  et  la  seconde  la  valeur  de  s,  par  l'équation 


^  +  |..- 


3r5 
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36.  Les  éléments  des  planètes  sont  assez  connus;  c'est  par  des  ob- 
servations de  longitudes  et  de  latitudes  qu'on  les  a  déterminés,  et  la 
petitesse  de  leurs  excentricités  et  de  leurs  inclinaisons  sur  le  plan  de 
l'écliptique  a  beaucoup  contribué  à  faciliter  ces  déterminations. 

En  prenant  ce  plan  pour  celui  des  xy,  les  angles  cp  et  <|i  (art.  4) 
représentent,  l'un  la  longitude  du  corps,  et  l'autre  sa  latitude;  et  nous 
avons  donné  dans  les  articles  22  et  23,  pour  les  valeurs  de  cp  et  ^j;  en  l, 
des  séries  qui  sont  d'autant  plus  convergentes  que  l'excentricité  e  et 
l'inclinaison  i  sont  plus  petites.  En  prenant  six  observations,  trois  de 
longitude  et  trois  de  latitude  correspondante  ou,  en  général,  de  lon- 
gitude ou  de  latitude,  à  des  instants  donnés,  on  aura  six  équations  par 
lesquelles  on  pourra  déterminer  les  six  éléments,  du  moins  pour  le 
Soleil  et  la  Lune,  qui  tournent  immédiatement  autour  de  la  Terre. 

Pour  les  autres  planètes  qui  tournent  autour  du  Soleil,  le  calcul  est 
un  peu  plus  compliqué,  parce  que  l'observation  ne  donne  immédiate- 
ment que  les  longitudes  et  latitudes  vues  de  la  Terre,  qu'on  nomme 
géoceiitriques ;  mais,  en  supposant  le  mouvement  du  Soleil  connu,  on 
peut  toujours  déduire  de  chaque  observation  une  équation;  de  sorte 
que  six  observations  suffiront,  à  la  rigueur,  pour  la  détermination  des 
six  éléments. 

Ce  problème  est  surtout  important  pour  les  comètes,  dont  les  élé- 
ments, lorsqu'elles  paraissent,  sont  tout  à  fait  inconnus;  aussi,  depuis 
Newton,  qui  a  le  premier  tenté  de  le  résoudre,  il  y  a  peu  de  géomètres 
et  d'astronomes  qui  ne  s'en  soient  occupés.  Ne  pouvant  établir  l'ap- 
proximation sur  la  petitesse  de  l'excentricité  et  de  l'inclinaison, 
comme  pour  les  planètes,  ils  ont  tous  supposé  que  les  intervalles  de 
temps  entre  les  observations  sont  très  petits,  et  ils  ont  donné  des  mé- 
thodes plus  ou  moins  approchées  pour  déduire  les  éléments  des 
comètes  de  trois  longitudes  et  d'autant  de  latitudes  observées.  Comme 
celle  que  j'ai  proposée,  dans  les  Mémoires  de  Berlin  (')  pour  1783,  me 
paraît  offrir  la  solution  la  plus  directe  et  la  plus  générale  du  problème 

(')  UEuvrex  de  Lagrange,  t.  IV,  p.  439-  G-  D- 
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des  comètes,  je  crois  pouvoir  la  donner  ici,  mais  un  peu  simplifiée  et 
accompagnée  de  remarques  nouvelles;  elle  fournira  une  application 
importante  des  principales  formules  que  nous  avons  développées  dans 
le  paragraphe  précédent. 

§  III.  —   Sur  la  détermination  des  orbites  des  comètes. 

37.  Soient,  dans  un  instant  quelconque,  R  la  distance  de  la  comète 
à  la  Terre  et  /,  m,  n  les  cosinus  des  angles  que  la  ligne  ou  le  rayon 
visuel  R  fait  avec  trois  axes  perpendiculaires  entre  eux  et  supposés 
fixes  dans  l'espace;  on  aura  R/,  Rw,  Rn  pour  les  trois  coordonnées 
rectangles  de  la  comète,  parallèles  à  ces  axes  et  ayant  leur  origine 
dans  le  centre  de  la  Terre.  La  quantité  R  sera  l'inconnue,  mais  les  trois 
quantités  /,  m,  n  seront  connues  par  l'observation  de  la  comète  et 
devront  être  telles  que  l'on  ait  la  condition 

/-  +  in} -t-  n-^i , 

parce  que,  par  l'hypothèse,  on  doit  avoir 

Soient  de  même  p,  X,  a,  v  les  quantités  correspondantes  relativement 
au  Soleil,  en  sorte  que  pA,  pa,  pv  soient  les  coordonnées  rectangles  du 
lieu  du  Soleil  par  rapport  à  la  Terre,  et  parallèles  aux  mêmes  axes;  ces 
quantités  doivent  être  censées  connues  par  le  calcul  du  lieu  du  Soleil 
dans  le  même  instant  de  l'observation  de  la  comète,  et  l'on  aura  aussi 
la  condition 


}.-- 


f^' 


Enfin  soient  x,  y,  z  les  coordonnées  rectangles  du  lieu  de  la  comète 
par  rapport  au  Soleil,  parallèles  aux  mêmes  axes,  et  /•  le  rayon  vecteur 
de  son  orbite  autour  du  Soleil;  il  est  visible  qu'on  aura  ces  trois  équa- 
tions 

a:.-i=R/ — pA,         j=R»j  —  pfz,  5z=R«  —  pv; 

et,  comme  r-=^  x^  -+- J"  +  ='>  on  aura 

r-  =r  R-  -f-  p'-*  —  2  R  p  (  /A  H-  «2  p.  +  rt  V ) . 

XII.  6 
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Or  on  sait  que  l'expression  /X  + /npi. -+- «v  est  celle  du  cosinus  de 
l'angle  formé  entre  les  deux  rayons  R  et  p,  partant  du  centre  commun 
de  la  Terre  et  dirigés,  l'un  à  la  comète,  l'autre  au  Soleil;  de  sorte  que, 
si  l'on  désigne  cet  angle  par  a-,  on  aura 

/•=  =  R-—  2Rp  cos(T  +  p^. 

Si  donc  on  a  trois  observations  de  la  même  comète,  faites  à  des  in- 
tervalles de  temps  connus,  on  aura  trois  systèmes  pareils  d'équations 
qui  contiendront  chacun  une  nouvelle  inconnue  R,  et  les  propriétés  de 
la  parabole  (')  donneront  trois  autres  équations. 

38.  Ce  qui  se  présente  de  plus  simple  pour  cet  objet  est  d'employer 
la  formule  donnée  dans  l'article  25,  par  laquelle  on  a  le  temps  que  la 
comète  emploie  à  décrire  un  arc  quelconque,  exprimé  par  la  corde  de 
l'arc  et  par  la  somme  des  rayons  vecteurs  qui  aboutissent  à  ses  deux 
extrémités,  et  dégagée  de  tous  les  éléments  de  l'orbite;  car  les  trois 
intervalles  de  temps  entre  les  trois  observations,  prises  deux  à  deux, 
donneront  les  trois  équations  demandées. 

Nous  marquerons  par  un  trait  les  lettres  qui  désignent  les  quantités 
analogues  dans  la  seconde  observation;  nous  aurons  ainsi 

/•'^=R'-— 2R'p'coS(7'-t- p'^        et        5  = /•  + /■'. 

Pour  la  corde  ii  de  l'arc  parcouru  par  la  comète,  dans  l'intervalle  des 
deux  observations,  il  est  clair  qu'on  aura 

En  substituant  pour  ce,  y,  z  et  pour  w',  y' ,  z'  leurs  valeurs,  on  aura 

a:x'-\- yy'-\-  zs'=z  RR'(  W+  m/n'-+-  nn')  +  rjp'{W-\-  ij-[J-'+  'J'j') 

—  Rp'(/X'4-  mjx' -h  nv')  —  H' p(l'l  +  m' [j.  -+-  «'v). 

Or,  par  les  théorèmes  connus,  l'expression  //'-t-  mm' -\- lui'  ào\l  repré- 

(')  C'est-à-dire  les  propriétés  du  mouvement  parabolique  développées  plus  haut. 

(/.  Bertrand.  ) 
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senter  le  cosinus  de  l'angle  compris  entre  les  deux  rayons  R  et  R'  par- 
tant du  centre  de  la  Terre  et  dirigés  aux  deux  lieux  de  la  comète  dans 
les  deux  observations;  de  même,  ÀX'-f- [j^[jl'-i- vv'  sera  le  cosinus  de 
l'angle  formé  au  centre  de  la  Terre  par  les  deux  rayons  p,  p'  dirigés  aux 
deux  lieux  du  Soleil,  et  ainsi  des  autres  expressions  semblables. 

Donc  si,  pour  plus  de  clarté,  on  imagine  que  les  deux  lieux  appa- 
rents de  la  comète  soient  marqués  sur  la  surface  de  la  sphère  par  les 
lettres  C,  C,  et  de  même  les  lieux  apparents  du  Soleil  par  les  lettres  S, 
S',  et  qu'on  joigne  par  des  arcs  de  grands  cercles  les  quatre  points  C, 
C,  S,  S',  il  est  évident  que  les  arcs  CS,  C'S'  représenteront  les  angles 
que  nous  avons  dénotés  par  cj  et  a';  que  les  arcs  CC  et  SS'  représente- 
ront les  anales  dont  les  cosinus  sont 


//'+  niin'-{-  nn'         et         Xk'- 


■y-lj. 


et  qu'enfin  les  arcs  CS'et  C'S  représenteront  les  angles  dont  les  cosinus 
sont 

lV-\-  miJ.'-{-  nv'         et  l'I  +  /ti' [j.  -+-  n' v. 

Ainsi,  en  considérant  le  quadrilatère  sphérique  CC'SS',  qui  est  censé 
donné  par  les  deux  observations  de  la  comète  et  jiar  les  deux  lieux  cal- 
culés du  Soleil,  on  aura 

/•'-  =R2  —  ■2Rpcos(CS)  +  p% 
,./._  i:j/2_  2R'p'cos(C'S')  H-  p'\ 

u-  =/-2-f-  z-'^— 2RR'cos(CC')  —  2pp'cos(SS') 
-h  3Rp'cos(CS')  +  aR'p  cos(C'S); 

donc,  comme  la  différence  t'—  l  des  temps  t  et  t'  qui  répondent  aux 
deux  obsei'vations,  c'est-;i-dire  leur  intervalle  en  temps,  est  censée 
donnée,  on  aura,  par  la  formule  de  l'article  cité,  l'équation 

l,_l_  {_r+J''+  u)-  ~  {r  -h  r'~  uy 


6  s/g 

dans  laquelle  il  n'y  aura  d'inconnues  que  les  deux  distances  R  et  R'. 
Si  l'on  a  une  troisième  observation,  pour  laquelle  les  quantités  ana- 
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logues  soient  désignées  par  les  mêmes  lettres  marquées  de  deux  traits, 
on  aura,  par  la  comparaison  de  la  première  observation  avec  celle-ci, 
une  deuxième  équation  tout  à  fait  semblable,  dans  laquelle  les  lettres 
marquées  d'un  trait  dans  l'équation  précédente  le  seront  par  deux 
traits,  et  qui  ne  contiendra  que  les  deux  inconnues  R  et  R". 

On  aura  de  même  une  troisième  équation  semblable,  par  la  compa- 
raison de  la  deuxième  observation  avec  la  troisième,  en  ne  faisant  que 
marquer  d'un  trait,  dans  la  première  équation,  toutes  les  lettres  qui 
n'ont  point  de  trait,  et  de  deux  traits  toutes  celles  qui  en  ont  un.  Ainsi 
cette  troisième  équation  ne  contiendra  que  les  mêmes  inconnues  R' 
et  R";  de  sorte  que  les  trois  équations  ne  contiendront  que  les  trois 
inconnues  R,  R',  R"  et  suffiront  pour  les  déterminer.  Mais,  quoique 
ces  équations  se  présentent  sous  une  forme  assez  simple,  leur  résolu- 
tion offre  des  difficultés  presque  insurmontables,  parce  que  les  incon- 
nues y  sont  mêlées  entre  elles  et  renfermées  dans  différents  radicaux. 

39.  Au  reste,  si  l'on  pouvait  parvenir  d'une  manière  quelconque  à 
trouver  les  valeurs  des  rayons  r,  r',  on  aurait  tout  de  suite  le  demi- 
paramètre  b,  qui,  dans  la  parabole,  est  égal  au  double  de  la  distance 
péribélie,  par  la  formule  (art.  25) 


2[7-M-  r'  —\J{j-  +■  r')-—  u-\ 

et  comme  on  a  en  général  (art.  10)  l'équation 

Gs  H-  kx  -H  Bj  =  o, 

dans  laquelle 

A        .    ,^        .    ■     B  . 

7T  =  sinft  tangî,         tt  ^ — cos«  langi 

(art.  H),  on  aura  ces  deux-ci 

z  -\-  {x  ?,\n h  —  y  cash)  tangj  =  o, 
s'-t-  {x' s'mh  —  y' cosh)  tangi  =  o; 

d'où  l'on  tirera  facilement  les  valeurs  de  tangj  et  tangA,  ce  qui  don- 
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liera  la  position  du  plan  de  la  parabole  relativement  au  plan  qu'on 
aura  choisi  pour  les  axes  des  œ  et  j. 

On  peut  même  remarquer  que,  par  le  moyen  de  ces  équations,  qui 
dépendent  de  ce  que  l'orbite  de  la  comète  est  supposée  dans  un  plan 
passant  par  le  Soleil,  on  peut  d'abord  réduire  les  trois  inconnues  à 
deux  seulement. 

En  effet,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

L  :=  langj  sin/i,        M  =  langi  cos/i, 
on  aura,  en  substituant  les  valeurs  de  ;r,  y,  z,  l'équation 

R«  —  pv  =  —  L(R/— pX)  4-  M(R»i  —  pfji), 

d'où  l'on  tire 

„  y  -i->iL— U.M 

^  n  -h  /L  — /nM 

et  l'on  aura  de  même  les  expressions  de  II'  et  de  R",  en  marquant  d'un 
trait  et  de  deux  traits  les  lettres,  à  l'exception  de  L  et  M,  qui  sont  les 
mêmes  pour  toutes  les  observations. 

De  cette  manière,  les  trois  inconnues  R,  R',  R"  seront  réduites  aux 
deux  L  et  M,  de  sorte  qu'il  ne  faudra  employer  que  deux  équations 
pour  leur  détermination,  ce  qui  simplifie  un  peu  la  solution  du  pro- 
blème. 

40.  Pour  la  simplifier  davantage,  il  ne  parait  pas  qu'il  y  ait  d'autre 
moyen  que  de  supposer  les  intervalles  de  temps  entre  les  observations 
assez  petits  pour  qu'on  puisse  négliger  plusieurs  termes  comme  insen- 
sibles, ce  qui  ne  donnera  d'abord  qu'une  solution  approchée  qu'on 
pourra  rendre  plus  exacte  ensuite  par  de  nouvelles  corrections.  C'est 
aussi  ce  qu'on  a  fait  jusqu'ici  dans  toutes  les  solutions  qu'on  a  données 
de  ce  problème. 

En  appliquant  cette  hypothèse  à  la  solution  précédente,  la  corde  u 
deviendra  très  petite,  et,  en  ne  retenant  que  les  deux  premiers  termes 
des  radicaux  qui  entrentdans  l'expression  du  temps  l' —  t  écoulé  entre 
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les  deux  premières  observations,  on  aura 


t'-t='^ 


2V'g 

ce  qui  donne 

et  il  n'y  aura  plus  d'autres  radicaux  dans  cette  équation  que  ceux  qui 
entrent  dans  les  expressions  de  7-  et  r';  mais  les  équations  entre  les 
trois  inconnues  R,  R',  R",  ou  entre  les  deux  L,  M,  seront  encore  trop 
compliquées  pour  qu'on  puisse  les  employer  avec  succès. 

On  peut  conclure  de  là  que  ces  inconnues  ne  sont  pas  celles  dont 
l'emploi  est  le  plus  avantageux  dans  la  question  présente;  et,  lorsqu'on 
ne  demande  d'abord  qu'une  solution  approchée,  il  est  beaucoup  plus 
simple  de  faire  usage  des  formules  que  nous  avons  données  dans  l'ar- 
ticle 28,  pour  le  cas  où  l'on  suppose  le  temps  t  très  petit. 

41.  Pour  appliquer  ces  formules  à  la  détermination  de  l'orbite  des 
comètes,  il  n'y  aura  qu'à  y  substituer  à  la  place  de  x,  y,  :;  les  expres- 
sions données  dans  l'article  37;  on  aura  ainsi,  en  général, 

R/   -p>^  =xT  +  ^V, 

'  Clt 

R/l    —  pv  =rzT+4^V, 

'  dt 


-    I  t  • .  •  dx    dy     dz      ,         j      ,  ^    , 

OU  les  quantités  x,  y,  z,  -j-,  -y,  -j  repondent  au  commencement  du 

temps  t  et  sont  regardées  comme  constantes,  et  ( 

fonctions  rationnelles  de  t  et  des  constantes  r,  s. 


dt    dl    dt 
temps  t  et  sont  regardées  comme  constantes,  et  où  T  et  V  sont  des 

dl, 
dt' 

Comme  le  commencement  du  temps  i  est  arbitraire,  on  peut  le  fixer 
au  moment  de  la  première  observation;  or,  en  faisant  /!  =  o,  on  a 

T=:i         et        V  =  o; 
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donc  on  aura  pour  la  première  observation  ce  premier  système  d'équa- 
tions 

RI    —pl=x, 

Rzn  — pfx  =  y, 
R/î   —  py  =  z. 

Pour  la  deuxième  observation,  distante  de  la  première  du  temps  t, 
on  aura,  en  marquant  d'un  trait  les  lettres  R,  /,  w,  n,  p,  X,  p.,  v,  ce 
second  système  d'équations 

R'I'  _p'>,'=xT  +  5^V, 
at 

R'm'-p'fx'=yT+^V, 

R'«' -p'y  =zT-+-^V. 
at 

On  aura  des  équations  pareilles  pour  la  troisième  observation,  distante 
de  la  première  du  temps  t',  en  marquant  de  deux  traits  les  lettres  mar- 
quées d'un  trait  dans  les  dernières  équations,  et  d'un  trait  les  lettres  T 
et  V,  pour  indiquer  que  le  /  dont  elles  sont  fonctions  doit  être  changé 
en  t';  on  aura  ainsi  ce  troisième  système  d'équations 

R'/"-p"A"=xT'H-^V', 

R"m"-pV"=yT'+gv', 

dz 

R"n"  —  p"v"  =  zT'-t-  -=-  V. 
'  dt 

On  peut  éliminer  des  premières  équations  de  chacun  des  trois  sys- 
tèmes les  deux  constantes  x  et  -j-;  et  faisant,  pour  abréger, 

TV— VT'=V", 
on  aura 

(RZ-p).)V"-(R7'-p'X')V'+(R"/"-p"r)V  =  o. 

Eliminant  de  même  les  deux  constantes  y,  tj  des  secondes  équations 
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des  mêmes  systèmes,  on  aura 

[R/n  —  p^)V"— (R'/«'— p'/./.')V'-i-  (R"m"— pV")V  =  o, 

dz 
et  l'élimination  des  constantes  z,  ~  des  dernières  équations  de  ces 

systèmes  donnera  pareillement 

(R/i  — pv)V"— (R'«'— p'v')V'+(R"/î"— p"v")V  =  o. 
De  ces  trois  équations  on  tire 

_prv"-p'rv'+p"r'v 

U  —  QV" 

pr.V'-pT'.Y'+p'T.V 
«  -  GV 

„„_pr,v"-pT',v'  +  p"r;v 
R--^ Gt '—' 

en  supposant,  pour  abréger, 

G  =  lin' 11"  -\-  mil'  l" -\-  ni' m"  —  In' m"  —  ml' n"  —  nni'  l" , 

et  en  dénotant  par  F,  F,  F"  ce  que  devient  G  lorsqu'on  y  change  /,  m, 

n  respectivement  en  X,  \>.,  v,  en  'k' ,  [j.',  v'  et  en  \",  \j,",  v";  en  dénotant 

de  même  par  F,,  F',,  F",  et  par  F,,  F.,,  F'!,  ce  que  G  devient  en  faisant 

subir  les  mêmes  changements  aux  quantités  /',  m',  n' ,  ainsi  qu'aux 

quantités  analogues  /",  m",  n". 

Maintenant  les  trois  observations  donnent  aussi  (art.  37,  38)  les 

équations 

R-  —  2Rp  cos(CS)     +p-  = /■-, 

R'2— 2R'p'cos(C'S')  -y-p'"-  —  r'\ 

R"-  —  2  R"p"  cos  (  C"  S"  )  +  p"'-  =  r"\ 

Donc,  si  l'on  y  substitue  les  valeurs  précédentes  de  R,  R',  R",  on  aura 
trois  équations  finales  qui  ne  contiendront  que  des  quantités  connues, 
avec  les  quantités  V,  V,  V"  et  r,  r',  r",  qui  sont  données  en  fonctions 

du  temps  et  des  trois  constantes  r,  s,  -r-,  d'où  dépendent  les  éléments 
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de  l'orbite  (art.  28,  29);  de  sorte  qu'on  pourra  déterminer  ces  trois 
constantes. 

42.  En  ne  poussant  l'approximation  que  jusqu'aux  quatrièmes  puis- 
sances de  t,  on  a 


et,  de  même, 


^  -         ^6r^  ^^%r' 


et,  comme  V"=  TV—  VT',  on  aura 


V"=i'- 


'      6r^      "^''  /ir° 


En  faisant  ces  substitutions  dans  les  valeurs  de  R,  R',  R"  et  suppo- 
sant i!'  =  mi,  le  coefficient  m  étant  donné  par  le  rapport  des  deux  inter- 
valles entre  les  trois  observations,  il  est  clair  que  la  quatrième  dimen- 
sion de  t  disparaîtra  par  la  division,  et  qu'ainsi  il  suffira  d'avoir  égard 
à  la  troisième  dans  les  valeurs  de  /■'  et  r". 

Or  on  a,  en  général,  aux  t''  près, 

mais  nous  avons  supposé  que  la  première  observation  répond  k  i  =  o, 
et  que  les  deux  suivantes  répondent  aux  temps  i  et  t'  =^  mt;  ainsi  l'on 

aura 

/•=  =  r^, 

r'2r:=r^-H2Sf-H^«2-  §^,t', 

dt  3  r^ 

yin  33  p2  _|_  2  7?j  s  i  +  w-  -7-  ^^  —  wi'  -^-^  fi. 
dt  3  r^ 

On  fera  donc  ces  substitutions  dans  les  trois  dernières  équations  de 
l'article  précédent,  et,  rejetant  les  termes  qui  contiendraient  des  puis- 
sances de  t  supérieures  à  la  troisième,  on  aura  trois  équations  entre 
les  trois  inconnues  r,  s  et  -^:  dont  les  deux  dernières  n'y  paraîtront 

XII.  7 
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que  sous  la  forme  linéaire,  de  sorte  qu'il  sera  très  facile  de  les  éliminer 
et  de  réduire  le  problème  à  une  seule  équation  en  r.  C'est  en  quoi  con- 
siste le  principal  avantage  de  la  méthode  que  nous  proposons. 

Si  l'on  voulait  pousser  l'approximation  plus  loin  et  avoir  égard  à  un 
plus  grand  nombre  de  termes  dans  les  valeurs  de  V,  V,  V",  r'^,  /■"-,  on 
aurait  des  équations  où  les  inconnues  s  et  -^  ne  seraient  plus  linéaires, 
mais  monteraient  successivement  à  des  dimensions  plus  hautes,  ce  qui 
rendrait  leur  élimination  plus  difficile  et  l'équation  finale  encore  plus 
compliquée. 

43.  Pour  donner  là-dessus  un  essai  de  calcul,  nous  nous  contente- 
rons d'avoir  égard,  dans  les  valeurs  de  V,  V,  V",  aux  troisièmes  dimen- 
sions de  t  et  de  t' ,  ce  qui  fera  disparaître  les  termes  affectés  de  l'in- 
connue s;  nous  ferons,  pour  plus  de  simplicité,  g  =  i,  en  prenant  la 
distance  moyenne  de  la  Terre  au  Soleil  pour  l'unité  des  distances,  et 
représentant  les  temps  par  les  mouvements  moyens  du  Soleil  (art.  23); 
et,  supposant  t' ^=.mt,  nous  aurons 

61"' 
6r' 

Les  valeurs  de  R,  R',  R"  deviendront  ainsi  de  la  forme 

6Pr3_Q<2 


R  = 
R'  = 


[6(7?z  — i)r3— (m  — i)=i2]G' 

_  6PiV^— Qi<^ 

(6r^— i^)G  ' 

—   (6r^— f^)G  '' 
en  supposant,  pour  abréger, 

Pr=(7?i  —  i)pr  — 7?ip'r'  +  p'T", 
Q  =  (m  -  j)3pr  —  7?i3p'r'-H  p'T", 
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et  dénotant  par  P, ,  Q,  et  V.,,  Q.,  ce  que  P  et  Q  deviennent  en  y  chan- 
geant r,  F,  Y"  en  T,,T\,  T\  et  en  T.„  K,  Tl. 

Ces  valeurs  de  R,  R',  R",  distances  de  la  comète  à  la  Terre  dans 
les  trois  observations,  ne  contiennent,  comme  l'on  voit,  que  la  seule 
inconnue  r,  rayon  vecteur  de  la  comète  dans  la  première  observation. 
Si  donc  on  substitue  la  valeur  de  R  dans  l'équation  (art.  25) 

R^+ 2Rp  cos(CS)  H- p2=  !■% 

on  aura  une  équation  finale  en  r,  laquelle  montera  au  huitième  degré, 
et  le  problème  sera  réduit  à  la  résolution  de  cette  équation. 

Ayant  trouvé  la  valeur  de  r,  on  aura  par  les  formules  précédentes 
celles  de  R'  et  R";  de  là  on  aura,  par  les  formules  de  l'article  42,  les 
valeurs  des  trois  rayons  vecteurs  r,  r',  r",  ainsi  que  celles  des  coor- 
données X,  Y>  z  et  de  leurs  différentielles  -j-y  -~,  V;  et  l'on  pourra 
•'  dt     dt     clL  ^ 

déterminer  l'orbite  par  les  formules  du  §  II,  ou,  si  l'on  aime  mieux, 
par  les  formules  trigonométriques  connues,  d'après  les  trois  distances 
R,  R',  R"  de  la  comète  à  la  Terre. 

44.  Les  expressions  des  distances  R,  R',  R"  peuvent  être  simplifiées 
par  la  considération  suivante  :  comme  la  Terre  et  la  comète  se  meuvent 
autour  du  Soleil  par  la  même  force  attractive  de  cet  astre,  si  l'on 
nomme  ?,  y],  C  les  coordonnées  rectangles  de  la  Terre  autour  du  Soleil 
lorsque  /  =  o,  et  qu'on  désigne  par  0,  Y  ce  que  deviennent  les  fonc- 
tions T  et  V  lorsqu'on  y  change  les  éléments  de  l'orbite  de  la  comète 
en  ceux  de  la  Terre,  on  aura,  comme  dans  l'article  28,  les  trois  équa- 
tions 

-pv=.c0  +  §r, 

parce  que,  ayant  dénoté  (art.  24)  par  pÀ,  ppt.,  pv  les  coordonnées  rec- 


52  MÉCANIQUE  ANALYTIQUE. 

tangles  du  lieu  du  Soleil  par  rapport  à  la  Terre,  on  aura  —  pï.,  —  ptx, 
—  pv  pour  celles  de  la  Terre  par  rapport  au  Soleil. 

Comme  ces  équations  ne  diffèrent  de  celles  de  l'article  41  que  parce 
que  X,  y,  z,  T,  V  sont  changées  en  ^,  v],  'C,  0,  Y  et  que  R  y  est  nul,  il  est 
clair  qu'on  aura  des  résultats  analogues  en  faisant  ces  mêmes  chan- 
gements dans  ceux  que  nous  venons  de  trouver  dans  l'article  précé- 
dent. Ainsi,  puisque  les  expressions  de  R,  R',  R"  données  à  la  fin  de 
cet  article  ne  contiennent  d'autre  quantité  dépendante  des  éléments 
de  l'orbite  que  le  rayon  vecteur  r,  si  l'on  change  r  en  p,  rayon  vec- 
teur de  l'orbite  de  la  Terre,  on  aura 

R  =  o,         R'=o,         R"=o; 
d'où  l'on  tire 

p3  p3  p3 

Ces  valeurs  étant  maintenant  substituées  dans  les  mêmes  expressions 
de  R,  R',  R",  et  négligeant,  dans  le  dénominateur,  le  terme  très  petit 
du  second  ordre  en  t-  vis-à-vis  du  terme  fini  en  r',  on  aura  ces  expres- 
sions plus  simples 

Q^^ 

6 {m  —  I )  G 

6  m  G 

0,  <'- 


R  = 
R'  = 

ï^"-    6G 

Si  donc  on  substitue  la  valeur  de  R  dans  l'équation 
R^— 2Rpcos(CS)-t-p^— r''=o, 
et  qu'on  fasse,  pour  abréger, 

Q'^        -K, 


6(m  — i)G 
quantité  toute  connue  par  les  observations,  en  multipliant  par  p''r'',  oa 
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aura  l'équation 

K2(i.3_  p3)2_  2Kp*  T'(r^—p3)  cos(CS)  +  p"  r'{p^—  r^)  =  o, 

où  l'inconnue  r  montera  au  huitième  degré,  mais  qui,  étant  divisible 
par  r  —  p,  ne  sera,  après  la  division,  que  du  septième  degré. 

Cet  abaissement  de  l'équation  en  r  est  dû  à  ce  que  nous  avons  repré- 
senté le  mouvement  de  la  Terre,  comme  celui  de  la  comète,  par  des 
formules  approchées  où  l'on  a  négligé  les  puissances  de  t  supérieures 
à  la  troisième;  il  n'aurait  pas  lieu  en  employant  la  valeur  de  R  de  l'ar- 
ticle précédent,  dans  laquelle  les  lieux  du  Soleil  sont  supposés  exacts, 
étant  déterminés  d'après  les  Tables. 

45.  On  peut  ramener  l'équation  précédente  à  une  construction  assez 
simple.  Ayant  mené  d'un  point  donné  deux  droites  qui  fassent  entre 
elles  un  angle  égal  à  l'arc  CS,  distance  apparente  de  la  comète  au 
Soleil  dans  la  première  observation,  et  dont  la  première  soit  égale 

K 

à  —  et  la  seconde  égale  à  p,  il  s'agira  de  trouver  dans  la  première  un 

point  tel  que  la  partie  comprise  entre  ce  point  et  l'extrémité  de  la 
même  droite  soit  à  la  droite  entière  comme  le  cube  de  la  seconde 
droite  est  au  cube  de  la  droite  qui  joindra  l'extrémité  de  celle-ci  et  le 
point  cherché  :  alors  cette  dernière  droite  sera  égale  à  r,  et  la  partie 
de  la  première  interceptée  entre  le  point  donné  et  le  point  cherché 
sera  égale  à  R.  Car,  par  cette  construction,  on  aura  la  proportion 


laquelle  donne 


et  ensuite 


—  —  R  :  -;  :  :  p3  :  r= 

p'  p'     ^ 


R  =  K 


r  =  v'p'—  2pRcos(CS)  +  RS 


d'où  résulte  l'équation  ci-dessus  en  r. 

Lambert  est,  je  crois,  le  premier  qui  ait  réduit  le  problème  des 
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comètes,  envisagé  d'une  manière  approchée,  mais  exacte  ('),  à  une 
équation  unique  à  une  seule  inconnue.  Il  y  est  parvenu  par  une  con- 
sidération ingénieuse,  fondée  sur  ce  que  le  lieu  apparent  de  la  comète, 
dans  la  deuxième  observation,  s'écarte  du  grand  cercle  mené  par  les 
lieux  apparents  dans  la  première  et  dans  la  troisième  observation;  et 
la  détermination  de  cet  écartement  l'a  conduit  directement  à  une  con- 
struction analogue  à  celle  que  nous  venons  de  donner,  et  qui  se  réduit 
à  une  équation  en  r  du  septième  degré.  [Voir  \q&  Mémoires  de  l' Académie 
de  Berlin  pour  l'année  1771.) 

Connaissant  ainsi  les  valeurs  de  r  et  R,  on  aura 

R— ttR)        r  =  ("î  —  0 -PT  II. 

"i      Q  Q 

et  les  deux  équations  (art.  40  et  41) 

R'-  —  2R'p'cos(C'S')  +p'-  =  /•'=  =  r--i-(2«— x-;jjs  +  «^-^, 

R"^— 2R"p"cos(C"S")-t-p"2=r"2=r=+  iimt—  -.^  j  s -t-  '»'^^-i; 

donneront  les  valeurs  des  constantes  S  et  —-,  et  de  là  celles  des  éléments 

cil 

a  tVh  de  l'orbite,  par  les  formules  de  l'article  28,  ia  étant  le  grand 
axe  et  a/!»  le  paramètre. 

46.  Si  l'on  suppose  l'orbite  parabolique,  on  aura  a  infini,  ce  qui 
donne  -^  =  -•  Dans  ce  cas,  les  deux  dernières  équations  ne  contien- 
dront plus  que  l'inconnue  s,  laquelle  étant  éliminée,  on  aura  une  nou- 
velle équation  en  r  qui  devra  avoir  une  racine  commune  avec  celle 


(')  Euler  avait  donné,  en  lytii,  une  solution  approchée  du  problème  des  comètes;  mais 
sa  mélhode  exigeait  plusieurs  fausses  hypothèses  et  l'emploi  d'une  quatrième  observa- 
tion. Quant  à  la  solution  de  Lambert,  on  doit  observer  que  celle  dont  Lagrange  donne  ici 
une  idée  succincte  est  la  seconde  qui  ait  été  proposée  par  co  géomètre,  qui  a  même  négligé 
d'en  développer  les  calculs.  Le  problème  avait  été  résolu  par  lui  d'une  manière  très  diffé- 
rente dans  un  Ouvrage  spécial,  Insigniores  orhitœ  cometarum  proprietatea,  qui  date 
de  1 76 1 .  (  /.  Bertrand.  ) 
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qu'on  a  déjà  trouvée,  ce  qui  servira  à  faciliter  la  recherche  de  cette 
racine. 

En  adoptant  d'abord  pour  les  comètes  l'hypothèse  de  la  parabole,  il 
sera  préférable  de  faire  dépendre  la  solution  uniquement  de  cette  der- 
nière équation,  parce  qu'elle  a  l'avantage  d'être  exempte  de  la  quan- 
tité G,  qui  est  très  petite  du  troisième  ordre  lorsque  les  intervalles  de 
temps  t  et  t'  ou  mt  sont  très  petits  du  premier,  comme  on  le  verra  plus 
bas,  de  sorte  que  les  erreurs  des  observations  d'où  cette  quantité  dé- 
pend peuvent  y  avoir  une  influence  très  grande. 

En  faisant,  pour  abréger, 

---'•[M^y-d)']' 

N=-(,7i-i)rp'^cos(C'S')-i-p"^  cos(C"S")1, 

et  négligeant  les  termes  affectés  de  t'^  dans  les  coefficients  de  p,  l'éli- 
mination de  cette  quantité  donnera  l'équation  en  R 

MR2—  2NR  +  7?ip'2— p"-—  {m  —  1)^"- -^  m{m  —  i)  -^  =  o, 

qui,  étant  combinée  avec  l'équation 

R-—  2Rp  cos(CS)  +  p-—  r^=o, 

donnera,  par  l'élimination  de  R,  une  équation  en  r  du  sixième  degré; 
et  si,  dans  la  combinaison  des  deux  équations,  on  néglige  le  carré  du 
terme  m[m  —  i)-,  qui  serait  du  quatrième  ordre,  l'équation  finale  ne 
montera  plus  qu'au  cinquième  degré.  On  pourrait  même,  dans  la  pre- 
mière approximation,  négliger  ce  terme,  qui  n'est  que  du  second 
ordre;  alors  l'équation  finale  ne  serait  plus  que  du  quatrième  degré 
et  pourrait  se  résoudre  directement  par  les  méthodes  connues. 

La  valeur  de  r  donnera  celles  de  R,  R',  R",  et  de  là  celle  de  s,  par 
les  formules  de  l'article  précédent;  et,  comme  on  suppose  a  infini,  on 

aura 

6  =  2  r  —  s'^ 
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où  le  demi-paramètre  b  devient  double  de  la  distance  périhélie  de  la 
comète. 

47.  Après  avoir  réduit  le  problème  des  comètes  à  des  équations 
finales  à  une  seule  inconnue,  il  reste  à  examiner  les  quantités  qui  doi- 
vent être  supposées  connues;  ces  quantités  sont  : 

1°  Les  trois  rayons  p,  p',  p",  qui  représentent  les  distances  du  Soleil 
à  la  Terre  dans  les  trois  observations,  et  qui  doivent  être  calculés  par 
les  Tables  du  Soleil; 

2°  Les  quantités  G,  T,  F,  F",  T,,  T\,  V\,T._,  T.„  T\,  d'où  dépendent 
les  valeurs  de  P,  Q,  P,,  Q,,  P.,  Q.  (art.  41  et  43).  Celles-ci  doivent 
être  déterminées  par  les  trois  observations  de  la  comète  et  par  le  calcul 
des  lieux  du  Soleil;  mais  on  peut  les  ramener  à  des  expressions  plus 
simples,  qui  en  rendront  la  détermination  beaucoup  plus  facile. 

Commençons  par  la  quantité  G,  dont  les  autres  ne  sont  que  des  déri- 
vées; on  a  (art.  41) 

G  =  Im' n" -\-  mil'  l" -{-  ni' m" —  In'  m!' —  ml'  n" —  nni' l"; 
le  carré  de  cette  expression  peut  se  mettre  sous  la  forme 

G-  =  -l-  (/^-+-  m'^-k-  n-)  (/'-+  m'--\-  n'-)  {l"^-h  m"^-h  n"-) 

-r-  2{ll'-i-  nim'-+-  nn')  {ll"-h  ?iim"+  nn")  {V l"-\-  m' m"-\-  n' n") 

—  {l-  +  ni^  -+-  n^  )  (l' l"-+-  m' m"-^  n' n"Y 

—  (  V^-^ni'^  +  n'^)  {H"  -+-  mm"  -h  nji"  )- 

—  (l"^+ m"^-\- n"''-){ll'  +  mm'  +  nn'  Y, 

comme  on  peut  s'en  convaincre  par  le  développement.  Or,  par  la  na- 
ture des  quantités  /,  m,  n,  l' ,  m' ,  n',  l",  jn" ,  n"  (art.  37), 

Donc,  faisant,  pour  abréger, 

L  =:  II'  -+-  mm'  -h  nn' , 
L'^  II"  -\-  mm,"  ~\-  nn" , 
L"=:  l'  l"+  m' m" -h  n'  n", 
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on  aura 

G^=  I  -h  aLL'L-  L"-—  V-VK 

Or  nous  avons  déjà  remarqué  (art.  38)  que  la  quantité  II' -h mm' -h nn' 
est  égale  au  cosinus  de  l'angle  compris  entre  les  deux  rayons  R  et  R' 
dirigés  vers  la  comète  dans  les  deux  premières  observations,  angle  que 
nous  avons  désigné  par  le  côté  CC  du  triangle  sphérique  CC'C",  sup- 
posé tracé  sur  la  sphère  en  joignant  par  des  arcs  de  grands  cercles  les 
trois  lieux  apparents  de  la  comète  dans  les  trois  observations.  Ce 
triangle  est  entièrement  donné  par  les  observations  de  la  comète,  de 
quelque  manière  qu'elles  aient  été  faites;  et  nous  pouvons  regarder 
comme  connus  ses  trois  côtés  CC,  CC",  CC",  ainsi  que  les  angles  C, 
C,  C",  qui  sont  respectivement  opposés  aux  côtés  CC",  CC"  et  CC 

On  aura  donc 

L  —  cos(CC') 

et,  de  même, 

L'=cos(CC"),        L"=cos(C'C"), 

et  l'expression  de  la  quantité  G-  deviendra 

G'-=ii  +  2cos(CC')cos(CC")cos(C'C")  —  cos-(CC')  —  cos-(CC")  —  cos-(C'C"). 

Cette  expression  de  G-  peut  encore  se  réduire  à  une  forme  plus 
simple;  car  il  est  facile  de  se  convaincre,  par  le  développement  des 
termes,  qu'elle  est  la  même  chose  que  celle-ci 

[cos(CC'+  CC")  —  cos(C'C")]  [cos(C'C")  —  cos(CC'-  CC")], 

laquelle,  par  les  transformations  connues,  devient  celle-ci 

^,       ,  .  /cc'H-cc"-i-c'C"\  ;  /cc'H-cc"— ce 

(j-=:—  4sm    sin 


/CC'-CC"+C'C"\    .    /C'C"+CC"-CC' 
X  sm    sm 


formule  très  commode  pour  le  calcul  logarithmique. 

Si  l'on  veut  employer  les  angles  du  même  triangle,  on  peut  avoir 
encore  une  expression  plus  simple  de  la  quantité  G;  car  on  a,  par  les 
XII.  8 
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formules  connues, 

cos(C'C")  =  cos(CC')cos(CC")  +  sin(CC')sin(CC")cosC; 

si  l'on  fait  cette  substitution  dans  la  première  expression  de  G-,  on 
aura,  après  les  réductions, 

0^=  sin  (CC)' sin(CC")' sin^C 
et,  par  conséquent,  en  tirant  la  racine  carrée, 

G=:sin(CC')sin(CC")sinC. 
On  peut  trouver  de  la  même  manière 

G  =  sin(C'C")sin(C'C)sinC'=sin(C"C)sin(C"C')sinC". 

Il  est  facile  de  prouver  que  la  quantité  G  n'est  autre  chose  que  la 
solidité,  prise  six  fois,  de  la  pyramide  triangulaire  qui  a  le  sommet  au 
centre  de  la  sphère  dont  le  rayon  est  supposé  égal  à  l'unité,  et  qui  s'ap- 
puie sur  le  triangle  sphérique  CC'G",  c'est-à-dire  qui  a  pour  base  le 
triangle  rectiligne  formé  par  les  cordes  des  trois  arcs  CC,  CG",  G' G"; 
car,  si  l'on  considère  une  des  faces  triangulaires  de  cette  pyramide, 
celle,  par  exemple,  qui  a  pour  base  la  corde  de  l'arc  GG',  on  aura 
^sin(GG')  pour  l'aire  de  ce  triangle  isoscèle.  Ensuite,  si  l'on  considère 
la  face  adjacente  qui  a  pour  base  la  corde  de  l'arc  GG",  il  est  visible 
que  l'inclinaison  mutuelle  de  ces  deux  faces  sera  égale  à  l'angle  G 
du  triangle  sphérique;  par  conséquent,  la  perpendiculaire  menée  de 
l'angle  G"  sur  la  première  face  sera  égale  à  sin(GC")  sinG.  Gette  per- 
pendiculaire devient  la  hauteur  de  la  pyramide,  en  la  supposant  cou- 
chée sur  la  première  face  égale  à  ^sin(CG');  donc  la  solidité  de  la  pyra- 
mide sera  égale  à 

gsin(CC')sin(CC")sinC 

et,  par  conséquent,  égale  à  ^• 
48.  Nous  dénoterons,  en  général,  par  le  symbole  (GG'G")  la  fonction 
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des  côtés  et  des  angles  de  tout  triangle  sphérique  CC'C"  par  laquelle 
nous  avons  exprimé  la  quantité  G. 

Ainsi,  ayant  marqué  sur  un  globe  les  trois  lieux  apparents  de  la 
comète  C,  C,  C",  donnés  par  les  trois  observations,  et  formé  le  triangle 
sphérique  CC'C",  on  aura  tout  de  suite 

G  =  (CC'C"). 

Si  ensuite  on  place  sur  le  même  globe  les  trois  lieux  du  Soleil  S,  S', 
S",  dans  les  trois  observations,  et  qu'en  joignant  ces  lieux  et  ceux  de 
la  comète  par  des  arcs  de  grands  cercles  on  forme  différents  triangles 
sphériques  SC'C",  S'C'C",  ...,  il  est  facile  de  voir,  par  ce  que  nous 
avons  dit  dans  l'article  40,  relativement  aux  quantités  F,  F',  F",  F,, 
F',,  F|,  F2,  F!,,  Tl,  que  les  trois  premières  seront  données  par  des 
fonctions  semblables  des  triangles  SC'C",  S'C'C",  S"C'C";  que  les  trois 
autres  seront  données  par  de  pareilles  fonctions  des  triangles  CSC", 
CS'C",  CS"C",  et  que  les  trois  dernières  le  seront  par  de  semblables 
fonctions  des  triangles  CCS,  CCS',  CCS".  On  aura  donc  ainsi,  d'après 
la  même  notation, 

r=(sc'C"),  r'  =  (S'C'C"),  r"  =  (S"C'C"), 
r,  =  (csc''),  F,  =  (CS'C"),  r;  =  (CS"C"), 
r,  =  (cc'S),       r,=  (CC'S'),       r;  =  (cc'S"). 

Ces  quantités  ne  dépendent,  comme  l'on  voit,  que  de  la  position 
mutuelle  des  lieux  apparents  de  la  comète  et  du  Soleil,  et,  comme  elles 
sont  les  seules  qui  entrent  dans  les  équations  qui  déterminent  les  élé- 
ments absolus  de  l'orbite,  notre  analyse  a  l'avantage  de  séparer  la 
détermination  de  ces  éléments  de  celle  des  autres  éléments  qu'on  peut 
appeler  relatifs,  parce  qu'ils  se  rapportent  à  la  position  de  l'orbite  dans 
l'espace. 

49.  On  peut  remarquer  encore  que  les  expressions  que  nous  venons 
de  donner  ont  lieu  quelle  que  soit  la  position  des  lieux  apparents  de 
la  comète  et  du  Soleil  ;  mais  lorsque,  comme  nous  l'avons  supposé,  les 
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lieux  de  la  comète  sont  peu  distants  entre  eux,  les  arcs  CC,  C'C"  seront 
très  petits,  et  l'angle  C  compris  entre  ces  arcs  sera  peu  diffèrent  de 
deux  droits;  il  serait  égal  à  deux  droits  si  la  Terre  et  la  comète  décri- 
vaient, dans  l'intervalle  de  la  première  à  la  troisième  observation,  des 
lignes  droites,  parce  qu'alors  les  trois  lieux  apparents  de  la  comète 
seraient  dans  un  même  grand  cercle.  Les  sinus  de  CC,  C'C"  et  de  C 
seront  donc  très  petits,  et  la  quantité 

G  =  sin(CC')sin(C'C")sinC' 
sera  très  petite  du  troisième  ordre;  mais  les  quantités 

r  =  sin(SC')  sin(SC")  sinS, 
F'^  sin(S'C')  sin(S'C")  sinS', 


ne  seront  que  du  premier;  et,  comme  d'ailleurs  il  n'entre  dans  la  valeur 
de  G  que  des  quantités  dépendantes  des  lieux  apparents  de  la  comète, 
au  lieu  que  les  quantités  F,  V,  ...  dépendent  en  partie  des  lieux  du 
Soleil,  qui,  étant  donnés  par  les  Tables,  peuvent  être  regardés  comme 
exacts,  il  s'ensuit  que  la  valeur  de  la  quantité  G  sera  toujours  beau- 
coup plus  sujette  à  erreur  que  celles  des  quantités  F,  F', ...,  et  qu'ainsi 
il  conviendra,  autant  qu'il  est  possible,  de  l'éviter,  comme  nous  l'avons 
montré  dans  l'article  46. 

50.  Nous  remarquerons  enfin  que,  comme  l'observation  d'une  co- 
mète donne  ordinairement  son  ascension  droite  et  sa  déclinaison,  si 
l'on  veut  employer  immédiatement  ces  données  dans  nos  formules, 
il  n'y  aura  qu'à  supposer  que  les  trois  axes  auxquels  nous  avons  rap- 
porté les  rayons  R,  R',  R",  dirigés  vers  la  comète,  et  les  rayons  p,  p', 
p",  dirigés  vers  le  Soleil,  soient  dirigés,  le  premier  vers  l'équinoxe  du 
printemps,  le  deuxième  à  angle  droit  sur  le  plan  de  l'équateur  et  sui- 
vant l'ordre  des  signes,  et  le  troisième  vers  le  pôle  boréal  de  l'équa- 
teur; alors,  nommant  a  l'ascension  droite  de  la  comète,  cl  sa  déclinai- 
son dans  la  première  observation,  et  de  même  a  l'ascension  droite  du 
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Soleil,  0  sa  déclinaison  au  même  instant,  il  est  facile  de  voir  qu'on 

aura 

l  =z  cosa  cosd,        m  =1  sin a  cos d ,         n=^s\nd, 

?v  ^  COSCC  COSÔ,  JUL  =sino(cos<5,  v  :::;sino. 

De  là  on  aura  (article  cité) 

cos(CS)  ■=  Il  -h  mjj.  -h  «V  r=  cos(n  —  a)  cos^cosô  -f-  sinc/sinâ 

et,  pareillement, 

cos(C'  S')  =  cos(a' —  ce'  )  cosd'  cosô'+  sinrf'sinâ', 
cos(C"S")  =  cos(a" —  a")  coS(i"cosâ"+  sin(i"sino", 

en  marquant,  comme  nous  l'avons  fait,  par  un  trait  et  par  deux  traits 
les  quantités  analogues  qui  se  rapportent  à  la  deuxième  et  à  la  troi- 
sième observation. 

On  aura  de  la  même  manière 

cos(CC')  =  cos(«  —  a')  cosf/cosaf'-i-sinf/sinf/', 
cos(SS')=:  cos(a  —  a')  coso  cosâ'-(-  sinô  sinô', 
cos(CS')  =  cos(a—  a')  cosc^cosô'h-  sinr/sinô', 

et  ainsi  des  autres  cosinus. 

Si  ensuite  on  substitue  ces  mêmes  valeurs  de  /,  m,  n,  l',  m ,  n',  l", 
m",  n"  dans  l'expression  de  G,  on  aura 

G  =+  cosc?cosf/'sin(i"sin(rt'  —  a) 

—  cos<icosrf"sin(^'sin(a" —  a)  -h  cosof'coS(:/''sin(^sin(a'' —  «') 
=  —  cosd  cosd'  cosd"  [s\n{a  —  a')  tangaf'-h  sin(a"—  a)  iAngd'-\-  sin(«'—  a")  tangc?], 

et  l'on  en  déduira  les  valeurs  de  Y,  F,  T",  en  changeant  a  et  d  en  a 
et  S,  en  ce'  et  S',  en  a"  et  â";  celles  de  T,,  T\,  V\,  en  faisant  les  mêmes 
changements  sur  a'  et  d',  et  celles  de  F,  H,  T"^,  en  faisant  ces  mêmes 
changements  sur  a"  et  d".  On  aura  ainsi 

r  =—  cosâ  coS(i'cosc?"[sin(a—  «')tangc?"-f-  sin(a"—  a)  tangf/'-t-  sin(a'—  a")  tangâ], 
Ti  =—  cos  Jcosô  C0S(5?''[sin(«  —  a  )  tangc?"-t-  sin(a"—  a)  tango  h-  sin(a  —  a")  langd], 
r2  =  —  cosc?cosc^'  cosô  [sin(«  —  a')  tangâ  +  sin(a  —  a)  tangc?'+  sin(a'—  a)  tangâ]  ; 


62  MÉCANIQUE  ANALYTIQUE. 

et  pour  avoir  les  valeurs  de  V,  T\,  T'^  et  de  F",  Y],  Tl,  il  n'y  aura  qu'à 
marquer,  dans  les  expressions  de  T,  F,,  T„,  les  lettres  a  et  S  d'un  trait 
et  de  deux  traits. 

Il  est  inutile  d'observer  que  si,  au  lieu  des  ascensions  droites  et  des 
déclinaisons,  on  avait  pour  données  les  longitudes  et  les  latitudes,  il 
n'y  aurait  qu'à  substituer  ces  données  à  la  place  de  celles-là  dans  les 
mêmes  formules;  l'orbite  se  trouverait  alors  rapportée  à  l'écliptique, 
au  lieu  de  l'être  à  l'équateur. 

51.  Après  avoir  calculé  ces  valeurs,  on  calculera  celles  des  quan- 
tités Q,  Q|,  Q.,  par  la  formule  de  l'article  42;  et  si  l'on  veut  employer 
la  méthode  de  l'article  44,  comme  la  plus  courte,  on  aura  tout  de  suite 
l'équation  finale  en  r,  dont  la  résolution  ne  sera  pas  difficile,  en  la 
réduisant  pour  la  première  approximation  au  quatrième  degré. 

Si  les  intervalles  entre  les  observations  étaient  égaux,  on  aurait 
/' ^  21  et,  par  conséquent,  m^  2,  ce  qui  donnerait 

Q  =  pr  — 8fyr'  +  p"r"=— 6p'r'+ A^pT, 

en  désignant  par  la  caractéristique  A-  la  différence  seconde  des  quan- 
tités pF,  p'F',  p"F",  dans  lesquelles  il  n'y  a  que  les  quantités  relatives 
au  Soleil  qui  varient.  Or,  comme  on  suppose  les  observations  peu  dis- 
tantes entre  elles,  les  différences  de  ces  quantités  seront  très  petites, 
par  conséquent  la  différence  seconde  A-pF  sera  très  petite  du  second 
ordre  et  pourra  être  négligée  vis-à-vis  de  la  quantité  finie  —  6p'F',  ce 
qui  réduira  la  valeur  de  Q  à  cette  seule  quantité,  et  l'on  pourra  faire 
les  mêmes  réductions  sur  les  quantités  analogues  Q,,  Q2;  de  sorte 
qu'on  aura  simplement 

Q=r— 6pT',         Q,  =  — GpTj,         Qi,  =  — 6p'r;, 

ce  qui  abrégera  encore  le  calcul  de  la  première  approximation. 

A  l'égard  de  la  mesure  du  temps,  comme  ce  temps  doit  être  repré- 
senté par  le  mouvement  moyen  du  Soleil,  si  on  veut  l'exprimer  en 
jours  moyens,  il  suffira  de  multiplier  le  nombre  des  jours  et  des  déci- 
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maies  de  jour  par  l'angle  du  mouvement  moyen  du  Soleil  dans  un 
jour,  réduit  en  parties  du  rayon.  Cet  angle  est  de  59'8",3,  et  donne  en 
parties  du  rayon  le  nombre  0,0172021,  par  lequel  il  faudra  donc  mul- 
tiplier les  intervalles  de  temps  t,  réduits  en  jours  moyens. 


CHAPITRE  DEUXIEME. 

SUR    LA    VARIATION   DES   ÉLÉMENTS   DES   ORBITES   ELLIPTIQUES    PRODUITE   PAR   UNE   FORCE 
d'impulsion    OU    PAR    DES    FORCES    ACCÉLÉRATRICES. 

52.  Un  des  premiers  et  des  plus  beaux  résultats  de  la  théorie  de 
Newton  sur  le  système  du  monde  consiste  en  ce  que  toutes  lés  orbites 
des  corps  célestes  sont  de  même  nature  et  ne  diffèrent  entre  elles  qu'à 
raison  de  la  force  de  projection  que  ces  corps  peuvent  être  supposés 
avoir  reçue  dans  l'origine  des  choses.  Il  suit  de  là  que,  si  une  planète 
ou  une  comète  venait  à  recevoir  une  impulsion  étrangère  quelconque, 
son  orbite  en  serait  dérangée;  mais  il  n'y  aurait  que  les  éléments,  qui 
sont  les  constantes  arbitraires  de  l'équation,  qui  pourraient  changer  : 
c'est  ainsi  que  l'orbite  circulaire  ou  elliptique  d'une  planète  pourrait 
devenir  parabolique  ou  même  hyperbolique,  ce  qui  transformerait  la 
planète  en  comète. 

Il  en  est  de  même  de  tous  les  problèmes  de  Mécanique.  Comme  les 
constantes  arbitraires  introduites  par  les  intégrations  dépendent  de 
l'état  initial  du  système,  qui  peut  être  placé  dans  un  instant  quel- 
conque, si  l'on  suppose  que  les  corps  viennent  à  recevoir  pendant  leur 
mouvement  des  impulsions  quelconques,  les  vitesses  produites  par  ces 
impulsions,  étant  composées  avec  les  vitesses  acquises  par  les  corps, 
pourront  être  regardées  comme  des  vitesses  initiales  et  ne  feront  que 
changer  les  valeurs  des  constantes. 

Et  si,  au  lieu  d'impulsions  finies,  qui  n'agissent  que  dans  un  instant, 
on  suppose  des  impulsions  infiniment  petites,  mais  dont  l'action  soit 
continuelle,  les  mêmes  constantes  deviendront  tout  à  fait  variables  et 
serviront  à  déterminer  l'effet  de  ces  sortes  de  forces,  qu'il  faudra 
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regarder  comme  des  forces  perturbatrices.  On  aura  alors  le  problème 
dont  nous  avons  donné  une  solution  générale  dans  la  Section  V,  et  que 
nous  appliquerons  ici  aux  orbites  des  planètes. 

§  [.  —  Du  changement  pj-oduit  dans  les  éléments  de  l'orbite  d' une  planète , 
lorsqu'elle  est  supposée  recevoir  une  impulsion  quelconque. 

.53.  Nous  avons  vu,  dans  le  §  II  du  Chapitre  précédent,  comment  on 
peut  exprimer  tous  les  éléments  du  mouvement  elliptique  d'une  pla- 
nète par  des  fonctions  des  coordonnées  x,  y,  z  et  de  leurs  différen- 
tielles -^;  -3-1  j^;  qui  expriment  les  vitesses  suivant  les  directions  de 
ces  coordonnées.  Si  donc  on  suppose  qu'une  planète,  pendant  qu'elle 
se  meut,  reçoive  dans  un  lieu  quelconque  de  son  orbite  une  impulsion 
qui  lui  communique  les  vitesses  x,  y,  z  suivant  les  mêmes  coordon- 
nées et  tendantes  à  les  augmenter,  il  n'y  aura  qu'à  mettre  dans  les 

mêmes  fonctions 

dx         ■  dy  d: 

'di^'''        tt'^^''        Ti'^^ 

à  la  place  de  -^>  ^'77'  et  l'on  aui'a  les  éléments  de  la  nouvelle  orbite 
que  la  planète  décrira  après  l'impulsion. 

Si,  à  la  place  des  coordonnées  rectangles  x,  y,  z,  on  prend,  comme 
dans  l'article  5,  le  rayon  vecteur  r,  avec  les  angles  (|^  et  9,  dont  le  pre- 
mier 'I  soit  l'inclinaison  de  r  sur  le  plan  fixe  des  xy,  et  dont  l'autre  cp 
soit  l'angle  de  la  projection  de  r  sur  ce  plan  avec  l'axe  fixe  des  x,  les 
expressions  de  l'orbite  deviennent  plus  simples. 

En  effet,  en  substituant  /-cos'j^cosç,  rcosij^sin'j  et  A-siu'j/  à  la  place 
de  X,  y,  z,  on  trouve,  pour  les  éléments  a,  h,  h,  i, 

I  2        r- { COS- <]i  d(D- -i- d'il-) -h  dr-  r'' { COS- 'J^i  dco^ -\- ddi^) 

a        /■  g  dt-  g  dt"^ 

sinoc?d' — sinij;  cosdi  coso  f/a> 

tangA  = i— jT :. — ; ^7—. — '-—r  > 

COS9  aiJ^  +  sinij' cosJ>  sinij)  «9 

. y/rfiL-  -(-  sin^  il*  cos^  tli  d(f- 

"  cos^dif/a) 
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Dans  ces  lormules,  les  expressions  dinerentielles  -r-  > -r. — -  et  — ~ 

représentent  les  vitesses  dans  la  direction  du  rayon  r,  dans  une  direc- 
tion perpendiculaire  à  ce  rayon  et  parallèle  au  plan  de  projection,  et 
dans  une  direction  normale  au  plan  des  deux  autres  composantes. 

54.  Prenons,  pour  plus  de  simplicité,  le  plan  de  projection  dans  le 
plan  même  de  l'orbite,  et  supposons  que  la  vitesse  reçue  par  l'impul- 
sion soit  décomposée  en  trois,  l'une  suivant  le  rayon  r,  l'autre  perpen- 
diculaire à  ce  rayon  dans  le  plan  de  l'orbite,  et  la  troisième  perpendi- 
culaire à  ce  plan.  Si  l'on  désigne  la  première  par  r,  la  deuxième  par  ro 
et  la  troisième  par  r];,  on  aura  les  éléments  de  la  nouvelle  orbite  après 
l'impulsion,  en  mettant  dans  les  expressions  précédentes  dr-hrdt, 
ch-hzidt,  d^-{-'\'dt  a  la  place  de  dr,  do,  d'\/,  et  faisant  '^  =  o, 
</|  =  o;  alors  la  position  de  la  nouvelle  orbite  se  trouvera  rapportée 
au  plan  de  l'orbite  primitive. 

Soient  A,  B,  H,  I  ce  que  les  éléments  a,  b,  h,  «deviennent  pour  la 
nouvelle  orbite;  on  aura 

I  _2        r°-[{dra +  odt)--^''y- dt'^'\^{dr  +  rdt.)"- 
Â.~~  7-  '.     gdt-  ' 

_  '■*  [( d(f  -\-odtY-+-  A^  dû ] 

~  sdF'       ''         ' 


donc 


,  fhdl  „       si  no 

tangl^ '■ — -. —  )  langH= ^^lanso; 

d^f-hodt  C0S9 


H  =  o; 


en  effet,  il  est  clair  que  le  nœud  de  la  nouvelle  orbite  avec  l'orbite 
primitive  doit  être  dans  le  lieu  où  se  fait  l'impulsion. 

Si  l'on  fait  aussi  '|i  =  o  et  —•-  =  o  dans  les  expressions  des  éléments 
primitifs  a  et  b,  on  a 

I         2        /■-  do-  -h  dr-  ■  /■'•  do^ 

-  = — '-^rr^ '  *= — j73-'   . 

a        r  g  dt-  g  dt- 

XII.  Q 


C6 

ÎW 

et  de  1 

à  on  tire 

do 
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\fb  dr     1 1        \         b 


En  substituant  ces  valeurs,  on  aura  les  éléments  de  la  nouvelle  orbite 
exprimés  par  ceux  de  l'orbite  primitive  et  par  les  vitesses  /•,  ro,  r];  pro- 
duites par  l'impulsion. 

55.  Supposons  maintenant  qu'on  demande  l'impulsion  nécessaire 
pour  changer  les  éléments  primitifs  a,  h  en  A,  B,  et  pour  rendre  la 
nouvelle  orbite  inclinée  à  la  première  avec  l'angle  I;  il  ne  s'agira  que 
d'avoir  les  expressions  o,  ■j',  r  en  A,  B,  I  et  a,  b,  r.  Les  formules  que 
nous  venons  de  trouver  donnent 

i  _  \^ë  1^  sin I  ■  \fg\ï cosi  —  \/g^ 


,-     /■2        I         H         r     11        i        h 
'•  =  ^/g\/7  -  j  -  Ti  -  v/g\/- -  -  -  7^- 

Soit  u  la  vitesse  imprimée  par  l'impulsion,  et  soient  a,  p,  y  les  angles 
que  la  direction  de  l'impulsion  fitit  avec  trois  axes  dont  l'un  soit  le 
rayon  r  prolongé,  l'autre  perpendiculaire  à  ce  rayon  dans  le  plan  de 
l'orbite  primitive  et  dans  le  sens  du  mouvement  de  la  planète,  et  le 
troisième  perpendiculaire  au  même  plan;  on  aura,  par  le  principe 
de  la  décomposition,  «cosa,  «cos^,  «cosy  pour  les  trois  vitesses  sui- 
vant ces  axes,  lesquelles  sont  aussi  celles  que  nous  avons  désignées  par 
/•,  rru  et  r'\.  On  aura  donc 

d'où  l'on  tire,  à  cause  de  cos-a  +  cos-p  +  cos-y  =  i , 


u  =  V /•-  -+-  r'^  o^  +  /'^  Y'  • 

Donc,  si  l'on  fait,  pour  abréger. 
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\/lit 


A 


cos  I  —  2F/), 


l<  —  f  r-  „       \/BcosI  — v/6    ,-  v/Bsinl    r- 

C0S5!=:  ^Vg,  COSp= — \/g,  COSy  =z  ^ i/g'. 

Mais,  si  l'on  voulait  rapporter  la  direction  de  l'impulsion  à  deux 
autres  axes  placés  dans  le  plan  de  l'orbite  primitive,  dont  l'un  serait 
perpendiculaire  et  l'autre  tangent  à  cette  orbite,  alors,  en  nommant  s 
l'angle  que  la  perpendiculaire  à  l'orbite  fait  avec  le  rayon  vecteur  /■, 
et  dont  la  tangente  €st  exprimée  par  —tt'  '^'^  vitesses  imprimées  sui- 
vant ces  deux  axes  seront 

/cosc  —  /cpsiiiE     et     /■  sinj -h '3  cosî, 

la  vitesse  suivant  le  troisième  axe  perpendiculaire  au  plan  de  l'orbite 
demeurant  la  même.  Si  donc  on  désigne  par  a'  et  par  p'  les  angles  que 
la  direction  de  l'impulsion  fait  avec  ces  nouveaux  axes,  on  aura 

n  cosa'=  /•  cos£  —  ro  siiis, 
u  cos(3'=  /■  sins  -1-  /cp  cos  s. 

Or  on  a 

dr  fr 

lang£=  — ^  =  ^; 

d'où  l'on  tire,  en  substituant  la  valeur  de/, 

f  \/'b 

SU1£=  ,  COS£  = 


\    r       a  \   r       a 

et  de  là  on  aura 

,_Fv'^-/v/BcosI 


y    /•       a 


Wi, 


o,      /  /--FZ  +  k/BôcosI       y  r       «    i   /- 
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où  l'on  remarquera  que  v'gi/- est  la  vitesse  dans  l'orbite  primi- 
tive. 

A  l'égard  des  signes  ambigus  des  radicaux  qui  entrent  dans  ces 
formules,  on  remarquera  : 

1°  Que  f,  étant  la  valeur  de  -7= — >  exprime  la  vitesse  suivant  le 

rayon  /■  dans  l'orbite  primitive,  et  que  F  exprimera  la  vitesse  suivant 
ce  rayon  dans  la  nouvelle  orbite;  ainsi  il  faudra  prendre  ces  quantités 
positivement  ou  négativement,  suivant  que  les  vitesses  qu'elles  repré- 
sentent tendront  à  augmenter  ou  à  diminuer  le  rayon  r,  c'est-à-dire  à 
éloigner  ou  à  rapprocher  le  corps  du  foyer; 

2"  Que  —■,  étant  éaal  à  ,_  '^  ■>  représente  la  vitesse  circulatoire 
autour  du  foyer  dans  l'orbite  primitive,  et  que,  de  même,  ^  repré- 
sentera la  vitesse  circulatoire  dans  la  nouvelle  orbite,  et  —  cosi  sera 
cette  vitesse  circulatoire  rapportée  au  plan  de  l'orbite  primitive.  Ainsi, 
en  prenant  ^h  positivement,  il  faudra  prendre  l'autre  radical  y/B  posi- 
tivement ou  négativement,  suivant  que  la  nouvelle  orbite  sera,  par 
rapport  au  plan  de  l'orbite  primitive,  dans  le  même  sens  que  dans 
cette  orbite  ou  en  sens  contraire,  c'est-à-dire  suivant  que  le  mou- 
vement dans  la  nouvelle  orbite  sera  direct  ou  rétrograde,  relativement 
au  mouvement  dans  l'orbite  primitive. 

56.  Lorsqu'on  voudra  appliquer  ces  formules  aux  planètes  et  aux 
comètes,  on  fera  §■  =  i,  en  prenant  la  distance  moyenne  de  la  Terre  au 
Soleil  pour  l'unité  des  distances  et  la  vitesse  moyenne  de  la  Terre 
dans  son  orbite  pour  l'unité  des  vitesses.  Cette  vitesse  est  à  peu  près 
de  7  lieues,  de  25  au  degré,  par  seconde.  La  vitesse  d'un  boulet  de  24, 
au  sortir  du  canon,  est  d'environ  i4oo  pieds,  ou  233  toises  par 
seconde,  laquelle  est  aussi  à  peu  près  celle  d'un  point  de  l'équateur 
dans  le  mouvement  diurne  de  la  Terre,  celle-ci  étant  de  238  toises  par 
seconde.  Donc  si,  pour  rendre  nos  estimations  plus  sensibles,  nous 
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prenons  pour  unité  cette  vitesse  d'un  boulet  de  24,  laquelle  est  à  peu 
près  d'un  dixième  de  lieue,  la  vitesse  de  la  Terre  dans  son  oi'bite  sera 
exprimée  par  le  nombre  70;  par  conséquent,  il  faudra  multiplier  par  70 
la  valeur  u  de  la  vitesse  d'impulsion. 

Voyons  quelle  peut  être  la  plus  grande  valeur  de  u. 

En  nommant  e  l'excentricité  de  l'orbite  primitive  et  cp  l'anomalie 
vraie  qui  répond  au  rayon  r,  on  a  (art.  15) 

b  ^    a{\  —  e-)  _ 


i  -t-  e  coso 
donc 


/■(i  +  ecoscp) 


Ainsi  la  plus  petite  valeur  de  -  sera  — —,  et  de  même  la  plus  petite 
valeur  de  -r-  sera -,  en  nommant  E  l'excentricité  de  la  nouvelle  or- 

A  r 

bite.  Donc  la  plus  grande  valeur  des  termes  -  —  -i  —  -  sera  ^''"  '  ^  '^  : 

et  cette  expression  aura  lieu  aussi  pour  les  orbites  hyperboliques  oîi 
E  et  e  surpasseraient  l'unité. 

Par  les  mêmes  formules,  on  a  -  =  i  +  ecoscp,  dont  la  plus  grande 

valeur  est  i  -1-  e;  la  plus  grande  valeur  de  -  sera  de  même  i  -t-  E;  donc 

Il              j        1         1    vTï*          v/('  +  E)  (1  +  e)         ...      ,  r    -1     1 
la  plus  grande  valeur  de  ^-^^  sera  '^^ ~ ';  mais  il  est  facile  de 

prouver  que 


V/'(i-f-E)(i  +  e)  <  r  H ^— , 

car  la  différence  de  leurs  carrés  est  i(E  —  e)- ;  donc  on  aura  toujours 

isfWb      2  H-E  -i-e 
/•-  r 

Il  faut  encore  chercher  les  plus  grandes  valeurs  de  /et  F.  Or,  les 

plus  petites  valeurs  de  -  et  de  ^  étant  — ^ — ,  la  plus  grande  valeur 

de/  sera  i/  —  >  et  de  même  la  plus  grande  valeur  de  F  sera  \/— r" 
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Donc,  puisque  clans  les  expressions  de  u,  \fb,  y/B,  /  et  F  peuvent 
avoir  les  signes  +  ou  ~,  en  prenant  positivement  les  termes  qui  con- 
tiennent ces  radicaux,  et  donnant  aussi  à  cosi  sa  plus  grande  valeur  i, 
on  aura 

/4  +  2(E  +  e)  +  4\/Ëi 

Cette  limite  se  réduira  à  l/-'  lorsque  l'orbite  primitive  sera  circu- 
laire ou  presque  circulaire  comme  celle  des  planètes,  et  que  la  nou- 
velle sera  parabolique  comme  celles  des  comètes. 

57.  Les  principales  circonstances  du  mouvement  des  planètes  au- 
tour du  Soleil  nous  portent  à  croire  qu'elles  ont  eu  une  origine  com- 
mune; c'est  le  contraire  pour  les  comètes;  elles  n'ont  de  commun 
entre  elles  que  le  mouvement  dans  une  parabole,  ou,  en  général,  dans 
une  section  conique,  et  elles  paraissent  avoir  été  jetées  au  hasard  dans 
l'espace. 

Ne  peut-on  pas  supposer  que  la  cause  qui  a  produit  nos  planètes  en 
a  produit  en  même  temps  un  plus  grand  nombre  d'autres  placées  au 
delà  de  Saturne,  et  décrivant  des  orbites  semblables,  comme  Uranus, 
mais  dont  plusieurs  seront  devenues  ensuite  comètes,  en  éclatant  par 
une  explosion  interne?  Car,  une  planète  étant  brisée  en  deux  ou  plu- 
sieurs morceaux,  par  la  force  de  l'explosion,  cbacun  de  ces  morceaux 
recevra  une  impulsion  qui  lui  fera  décrire  une  orbite  différente  de 
celle  de  la  planète;  et,  pour  que  cette  orbite  soit  parabolique,  il  suf- 
fira que  la  vitesse  imprimée  par  l'explosion  n'excède  pas  70  i /-  fois 
celle  d'un  boulet  de  canon  (').  Pour  Saturne  on  a  ^  =  9,  et  pour 
Uranus  /•=  19;  en  supposant  /■=  2/1,  il  suffira  d'une  vitesse  moindre 
que  35  fois  celle  d'un  boulet,  qui  n'est  produite  que  par  une  poignée 
de  poudre. 

(')  C'est-à-dire,  il  n'est  pas  nécessaire  que  la  vitesse  excède  70  t /-  fois  celle  d'un 
boulet  de  canon.  (/.  Bertrand.) 
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L'hypothèse  d'une  planète  hrisée  par  une  explosion  interne  a  déjà 
été  proposée  par  M.  Olbers,  pour  expliquer  la  presque  égalité  des  élé- 
ments des  quatre  nouvelles  planètes;  et  ce  qui  pourrait  la  confirmer, 
ce  sont  les  variations  de  lumière  qu'on  observe  dans  ces  planètes,  et 
qui,  en  indiquant  un  mouvement  de  l'otation,  indiquent  en  même 
temps  que  leur  figure  n'est  pas  de  révolution  comme  celles  des  autres 
planètes;  que,  par  conséquent,  elles  ne  pouvaient  pas  être  fluides, 
mais  qu'elles  devaient  être  déjà  durcies  lorsqu'elles  sont  devenues  pla- 
nètes comme  elles  le  sont  dans  l'état  actuel. 

Si  l'on  suppose  l'orbite  primitive  circulaire,  et  l'orbite  changée  par 
l'explosion  elliptique,  mais  peu  différente  d'un  cercle  et  peu  inclinée 
au  plan  de  l'orbite  primitive,  et  qu'on  n'ait  égard  qu'aux  premières 
dimensions  de  l'excentricité  E  et  du  sinus  de  l'inclinaison  I,  on  a 


v/E-(sin-*-i-|cos-<I>)  -+-  sin'-I 
"== -^ ' 

v//- 

EsinO  ^       Eros<I>  sini 

cos«= T^-j         cosp= p-j         cosy  =  — p> 

Il  \'r  2  ;/  \ir  u  \'  r 

l'angle  <!>  étant  celui  que  le  rayon  r  fait  avec  le  rayon  du  périhélFc. 

Ainsi,  puisque  les  excentricités  et  les  inclinaisons  des  planètes  ne 
gardent  entre  elles  aucune  loi  et  n'ont  de  commun  que  leur  petitesse, 
on  pourrait  supposer  que  les  orbites  des  planètes  ont  été  circulaires 
dans  leur  formation,  et  qu'elles  sont  devenues  ensuite  elliptiques  et 
inclinées  par  l'effet  de  petites  explosions  internes.  En  effet,  si  un  petit 
morceau  m  de  la  masse  M  d'une  planète  en  avait  été  détaché  et  lancé 
avec  une  vitesse  V  capable  d'en  faire  une  comète,  la  planète  n'aurait 
reçu  en  sens  contraire  qu  une  petite  vitesse  vj— ^ —  qui  aurait  pu 
changer  son  orbite  circulaire  en  elliptique  et  inclinée,  comme  celles 
de  nos  planètes,  et  la  même  impulsion  aurait  pu  produire  aussi 
quelque  changement  sur  sa  rotation,  comme  nous  le  verrons  plus  bas. 
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§  II.    —    Variations  des  éléments  des  planètes  produites 
par  des  forces  perturbatrices. 

58.  Supposons  maintenant  que  les  impulsions  qui  changent  les  con- 
stantes arbitraires  soient  infiniment  petites  et  continuelles;  ces  con- 
stantes deviennent  variables,  et  l'on  pourra,  de  cette  manière,  réduire 
l'effet  des  forces  perturbatrices  des  planètes  aux  variations  des  élé- 
ments de  leurs  orbites. 

Soient  X,  Y,  Z  les  forces  perturbatrices  décomposées  suivant  les 
directions  des  coordonnées  rectangles  œ,  y,  z-,  et  tendantes  à  aug- 
menter ces  coordonnées;  ces  forces  engendreront  pendant  l'instant  dt 
les  petites  vitesses  Xdt,  Ydt,  Zdt,  qu'il  faudra  ajouter  aux  vitesses 
777'  "77'  777'  ^^"^  l'expression  de  chacun  des  éléments  a,  h,  c,  ..., 
comme  dans  l'article  52.  Mais,  comme  ces  vitesses  additionnelles  sont 
ici  infiniment  petites,  elles  ne  produiront  dans  les  éléments  que  des 
variations  infiniment  petites,  qu'on  pourra  déterminer  par  le  Calcul 
différentiel. 

Faisons,  pour  abréger, 

dx  ,  dy  ,  dz  , 

'dt  '"^  '  li  ~  ■^  '  dt         '' 

chacun  des  éléments  sera  exprimé  par  une  fonction  donnée  de  x,  y, 
z,  x' ,  y,  z'.  Soit  a  un  quelconque  de  ces  éléments;  on  aura  sa  varia- 
tion da  en  augmentant  x',  y',  z'  des  quantités  infiniment  petites  Xdt, 
\dt,  Zdt;  on  aura  ainsi 

,         f  da  da  ^^       da  „\   . 

\<Jjc'  dj  dz'    J 

et  l'on  aura  de  pareilles  équations  pour  les  autres  éléments  de  l'orbite 
h,  c,  h,  i,  k. 

Pour  faire  usage  de  ces  équations,  il  faudra  substituer  à  la  place  des 
variables  x,  y,  z,  x',y',  z'  leurs  valeurs  en  t  et  en  a,  h,  c,  ...  données 
par  les  formules  trouvées  dans  le  premier  Chapitre;   on  aura  ainsi 
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autant  d'équations  du  premier  ordre  entre  le  temps  t  et  les  éléments  a, 
b,  c,  ...  devenus  variables  qu'il  y  a  de  ces  éléments,  et  il  ne  s'agira 
plus  que  de  les  intégrer. 

Si  l'on  voulait  introduire  directement  les  forces  perturbatrices  dans 
les  équations  de  l'orbite  primitive  (art.  4),  il  n'y  aurait  qu'à  ajouter 

respectivement  les  quantités  X,  Y,  Z  aux  termes  R-r-'  R^r'  R^  de 

'  ^  dx        à  y        az 

ces  équations.  Ainsi  l'on  peut  regarder  les  équations  précédentes  entre 
les  nouvelles  variables  a,b,c,  ...  comme  des  transformées  des  équa- 
tions enœ,  y,  z;  mais  ces  transformations  seraient  peu  utiles  pour  la 
solution  générale  du  problème.  Leur  grande  utilité  est  lorsque  la  solu- 
tion rigoureuse  est  impossible,  et  que  les  forces  perturbatrices  sont 
très  petites;  elles  fournissent  alors  un  moyen  d'approximation  que 
nous  avons  exposé  d'une  manière  générale  dans  la  Section  Y. 

59.  Cette  approximation,  fondée  sur  la  variation  des  éléments,  est 
surtout  applicable  aux  orbites  elliptiques  des  planètes,  en  tant  qu'elles 
sont  dérangées  par  l'action  des  autres  planètes,  et  les  géomètres  l'ont 
souvent  employée  dans  la  théorie  des  planètes  et  des  comètes;  on  peut 
dire  que  ce  sont  les  observations  elles-mêmes  qui  l'ont  fait  connaître 
avant  qu'on  y  eût  été  conduit  par  le  calcul;  elle  a  l'avantage  de  cou- 
server  la  forme  elliptique  des  orbites,  et  même  de  supposer  l'ellipse 
invariable  pendant  un  temps  infiniment  petit,  de  manière  que  non 
seulement  le  lieu  de  la  planète,  mais  aussi  sa  vitesse  et  sa  direction  ('  ) 
ne  soient  point  affectés  de  la  variation  instantanée  des  éléments. 

En  effet,  en  regardant  les  coordonnées  oc,  y,  z  comme  des  fonctions 
du  temps  et  des  éléments  a,  b,c,  .. .  devenus  variables,  on  a,  par  la  dif- 

férentiation, 

,        dx  .       dx  ,        dx  „       dx  , 
dx  =  ^  dt  -h  ^  da  -\-  ^^  db  +  -^—  de  -h  ... , 
Ot  da  00  oc 

et  il  est  facile  de  prouver  que  la  partie  qui  contient  les  variations  da, 
db,  . . .  devient  nulle  par  la  substitution  de  la  valeur  de  da  donnée  ci- 

(')  C'est-à-dire  la  formule  qui  exprime  la  vitesse  et  celles  qui  font  connaître  la  direc- 
tion du  mouvement.  (/.  Bertrand.) 

XII.  lo 
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dessus,  et  des  valeurs  semblables  de  db,  de, 


stitutions  dans  les  termes  -^-da  -^  ^rr 
da  db 

port  aux  quantités  X,  Y,  Z,  on  aura 


db 


/  dx   da 
\da  dx' 

dx  da 
da  dy' 

dx  da 
da   dz' 


dx  db 
db  dx' 

dx  db 

'db  'dy' 

dx  db 
'db  dP 


dx    de 

de  dx' 

dx    de 
de  dy' 

dx   de 
Tk  d^ 


car,  en  faisant  ces  sub- 
et  ordonnant  par  rap- 


Xdt 
Y  dt 
Zdt. 


Mais,  en  regardant  d'abord  oc,  y,  z-,  x' ,  y  ,  z'  comme  fonctions  de  a, 
b,  c,  h,  i,  /(,  et  ensuite  a,  b,  c,  . ..  comme  fonctions  de  x,  y,  z,  œ',  ... , 
on  a 


dx  = 
dy  = 

dx  ,         dx  ,,        dx            dx    ,, 

^—  da  -h  -^r  cib  +  -7-  de  +  -T-r-  d/i  -+■..., 
da             db              de             dh 

dy    ,         dy  ,,        dy   ,        dv    „ 

-^  da  +  -ifj- db  +  ^  de  +  -^   dh  + .  .  . , 

da              db             de             dh 

da  z= 
db^ 

da    ,         da    ,         da    ,          da    ,   , 
-r—dx+^r~  dy  -t-  -T-  rf J  +  -T— ,  dx'-\-  .  .  ., 
dx            dy            dz            dx' 

db   ,         db   ,        db   ,         db    ,  , 

--  dx  +  ^  dy  +  -—  dz  +  -—-.  dx'+  .  .., 

dx            dy            dz            dx 

Substituant  dans  l'expression  de  dx,  dy,  . . .  ces  valeurs  de  da,  nb,  . . . , 
on  doit  avoir  des  équations  identiques;  par  conséquent,  il  faudra  que 
les  termes  affectés  de  dx' ,  dy',  dz' ,  dans  les  expressions  de  dx,  dy,  dz, 
deviennent  nuls;  ce  qui  donnera,  par  rapport  à  dx,  les  équations 
identiques 


dx   da        dx    db 

dx   de 

da  dx'       db  dx' 

de  dx' 

dx   da        dx   db 

dx    de 

da  dy'        db   dy' 

de  dy' 

dx  da        dx    db 

dFi  ~dl'  ^  ~db  1^' 

dx  de 

plement 

dx  — 

-  -rrdt, 

dt 
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et  l'on  trouvera  de  la  même  manière 

dy^^dt,  dz  =  ~dt, 

-'        dl  dt      ' 

comme  si  les  constantes  a,  b,  c,  h,  . . .  ne  variaient  point. 

60.  Lorsque  les  forces  perturbatrices  viennent  des  attractions  d'au- 
tres corps  fixes  ou  mobiles,  et  que  ces  attractions  sont  proportion- 
nelles à  des  fonctions  des  distances,  alors,  si  l'on  désigne,  comme  dans 
l'article  8  de  la  Section  V,  par  —  £2  la  somme  des  intégrales  de  cbaqae 
force  multipliée  par  l'élément  de  sa  distance  au  centre  d'attraction,  et 
qu'on  regarde  la  quantité  ù  comme  fonction  de  a-,  y,  z,  les  forces  X, 
Y,  Z  sont  de  la  forme 

X=^,        Y-—  Z-— • 

dx  '  dy  '  '  ~  dz' 

je  donne  ici  le  signe  +  à  la  quantité  iî,  parce  que  j'ai  supposé  que 
les  forces  X,  Y,  Z  tendent  à  augmenter  les  distances  x,  y,  :■,  au  lieu 
que,  dans  les  fonctions  —  Q,,  les  forces  perturbatrices,  dirigées  sur  des 
centres,  sont  supposées  tendre  à  diminuer  les  distances  des  corps  à 
ces  centres. 

Dans  ce  cas,  qui  est  celui  de  la  nature,  les  variations  des  éléments 
a,  b,  c,  ...  peuvent  s'exprimer  d'une  manière  plus  simple,  en  em- 
ployant, au  lieu  des  différences  partielles  de  ii  relatives  à  a-,  y,  z,  ses 
différences  partielles  relatives  à  a,  b,  c,  ...,  après  la  substitution  des 
valeurs  de  œ,  y,  z  en  t  et  a,  b,  c,  . . .;  c'est  cette  considération  qui 
a  fait  naître  la  nouvelle  théorie  de  la  variation  des  constantes  arbi- 
traires. 

Si  l'on  regarde  x,  y,  z  comme  fonctions  de  a,  b,  c,  . . . ,  on  aura 


d£i 
dx  " 

_  d9.  da  dP.  db  d9.  de 
~  da   dx        db   dx        de  dx 

à9._ 

dy  " 

_  d9.  da        dSi  db        dSi  de 

"  da  dy        db  dy        de  dy 

d^ 
dz  ^ 

_  dO.  da  dO,  db  d9.  de 
"  da   dz         db   dz         de    dz 
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et,  ces  valeurs  étant  substituées  dans  l'expression  de  da  de  l'article  58, 
à  la  place  de  X,  Y,  Z,  elle  deviendra 

/'  da   da         da  da        da  da\  dH   , 
\dx   dx       dy   oy       dz    d: J  da 

da_àb         da   dh        ^<}t\'^9:dt 
dx'  dx       dy'  dy       d:'  dz-J  db 

I  da    de        da   de        da  de  \  t)i2 
\dx'  dx  "^  dy'  dy       d:'  dz  j  de 

On  peut  l'aire  disparaître  de  cette  expression  les  termes  multipliés 

par  -j— ,  parla  considération  que,  O  ne  contenant  point  les  variables  a?', 

y',  ;',  on  a 

d9.  _diQ^  da^       dO.  àb_       d^   dç^   ^        _ 
dx'        da  dx'        db  dx'        de  dx'       ' ' '        ' 

dil  __dii   àb^        da  db_    _d^    dc_  __ 

dy'        da  dy'        db  dy'        de   dy'       '  '  '        ' 

à^  _diî  da        dQ  db^       ^  ^  ^       — 
dz'        da  dz'        db  dz'        de   dz' 

Donc,  si  l'on  soustrait  de  la  valeur  de  da  la  quantité 


/m  da        cmda        dii  da\  ^^ 
\dx'  dx       dy'  dy       dz'  dz  j      ' 


qui  est  nulle,  on  aura 

da  =-t- 


da 
dx' 

db         da  db        da  db 
dx       dy'  dy       dz'  dz 

da    db 
dx  dx' 

da   db 
dy  dy' 

da  db\d9.  , 

da 

de         da  de        da  de 

da    de 

da   de 

da   de\  dO.  , 

dx' 

dx       dy'  dy       dz'  dz 

dx  dx' 

dy  dy' 

dz  dz')  de  "^'^ 

Cette  expression  de  da  est,  en  apparence,  plus  compliquée  que  la 
formule  primitive  d'où  nous  sommes  partis;  mais  elle  a,  d'un  autre 
côté,  le  grand  avantage  que  les  coefficients  des  différences  partielles 

-y^>  -Y>  ■••  deviennent  indépendants  du  temps  t,  après  la  substitution 

des  valeurs  de  x-,  y,  :■,  x' ,  y',  z'  en  t  et  a,  b,  c,  . . . ,  données  par  le  mou- 
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vement  elliptique  de  la  planète,  comme  on  peut  s'en  assurer  par  la 
différentiation,  en  faisant  varier  le  temps  /  dans  les  coefficients. 

61.  En  effet,  puisque  a  est  censé  fonction  de  t,  x,  y,  z,  x' ,  y' ,  z' ,  et 
que  X,  y,  z,  x',  y',  z'  varient  aussi  avec  /,  de  manière  que 


et 


par  les  équations  différentielles  du  problème  (art.  4),  il  s'ensuit  qu'on 
aura,  en  différentiant  par  rapport  à  i, 

I     d-a         0-a     I        d-a       ,        d-a   __,  \ 

,da        \  dx  dt        dx'^  ôxàv"         dxdz~  f 

d^-  =  l  "  )  dt. 

_     <^'«     ^  _     à'a     d\  _      d'-a     d\^ 
dx  dx'  dx       dxdr'  dr       dx  dz'  dz  I 


dx 

dl^-"' 

<>• 
dt  ~ 

y' , 

dz 

dt  '"'' 

dx' 

àV 

dr' 

d\ 

dz' 

dV 

dt 

-       dx' 

dt  " 

dr' 

dt  — 

dz 

dx 


Mais,  a  étant  une  des  constantes  arbitraires  introduites  par  l'intégra- 
tion des  mêmes  équations,  sa  différentielle  relative  à  /  doit  devenir 
identiquement  nulle  par  les  mêmes  valeurs  de  -^,  ^^  -^i  on  aura 

donc 

da        da     ,      da    ,      da  _,       da   dV        da  d\        da  dV  _ 
dt       dx  dy  •         dz  "       dx'  dx       dy'  dr        dz'   dz         ' 

équation  identique  qui  subsistera,  par  conséquent,  en  faisant  varier 
séparément  x,  y,  z,  x',  y',  z'. 

Faisons  varier  x;  on  aura  donc  aussi 

d-a         d-a    ,        d-a       ,         d-a    _,         d-a     d\  d-a     f}V  d-a     dY 

dx  dt       dx"-  dx  dy  dx  dz  "       dx  dx'  dx       dx  dy'  dy        dx  dz'  dz 

_  dcià2y_  _da^     d'-\    __  da    d"-V    _ 
dx'  dx"-        dy'  d-x.  dy       dz'  dx  dz 

Donc  la  valeur  de  la  différentielle  de  -^  se  réduira  à 

dx 

,àa__(  àa_d^        da     d"-\         da     d'Y  \  ^^^ 
dx       \dx'  dx-       dy'  dxdr       dz'  dxdzj 
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On  trouve  de  la  même  manière 


da  _  /  da  d-y  da^    d^  da    d'Y   ,   ^^ 

df       \dj::'  d-r  dy  dy'     dy-  dz'dyd^j 

^da_fda  d'Y  da    d'Y  da    ^  >   ^^ 

d:       \dx'  dx dz  dy'  dx d:-  dz'    dz- 


On  aura  ensuite 


d-a  d-a       ,         d-a       ,         d-a 

-,7 


Da        1   dtdx'    '    dx  dx'  dy  dx' ^        dz  dx' "  I 

d  -^-^  =  {  '  /  dt. 

dx'  __à^àY  _     à'"-     ^  _     '^'g     ày_ 

\  dx'-  dx       dx'  dy'  dy        dx' dz'  dz  ' 

Mais,  en  faisant  varier  x'  dans  l'équation  identique  da  =  o  et  obser- 
vant que  la  fonction  V  est  supposée  ne  pas  contenir  les  variables  oc', 
y,  z' ,  on  a 

d-a         da  d-a       ,         d^a       ,         d'-a      , 

-         ■  .y       ■ 


,  da  da    , 


dtdx'       dx       dx  dx'  dy  dx' ■^        dz  dx' ~ 

__  d^a^dy  _     d-a     àV d'à     dY 

dx'^  dx       dx'  dy'  dy        dx'  dz'  dz 

donc  on  aura  simplement 

A  

dx'  da 

et  l'on  trouvera  de  la  même  manière 

, da  da   , 

d  ^r— ,  = r—  dl, 

dy'  dy 

,  da  da   , 

d  ^r— ,  := c—  ai. 

dz'  dz 

On  aura  des  expressions  semblables  pour  les  différentielles  d-r-, 

d^:-j  d-^,  d-:r—,,  d -^r-j,  d -^-. ,  en  changeant  seulement  «  en />,  et  ainsi 
dy        dz        dx'        dy         as'  " 

pour  les  autres  quantités  semblables. 

Si  maintenant  on  différentie  le  coefficient  de  -=rr  dl  dans  l'expression 
d^  da  de  l'article  60,  et  qu'on  y  substitue  les  valeurs  qu'on  vient  de 
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,         i-rr,         ..    ,,         ,     da     da     ôa     da      da      da 
trouver  pour  les  diiierentieUes  de  ^^  >  ^r-,  -tr-.  -t—,^  -t-;'  ^n'  on  verra 
'  ax    ay    oz     ax'     ay     az 

d'abord  que  les  termes  qui  contiendront  les  différentielles  de  t— /'  t-t 

^TT'  -r^'  -w'  V-?  se  détruiront  mutuellement,  et  que  les  termes  qui 
ay     ay     az'     oz  ^  ^ 

contiendront  les  diflerences  de  -î-'  -p'  •••'  étant  ordonnés  par  rapport 

aux  différences  partielles  de  V,  se  détruiront  aussi  mutuellement  dans 
chacun  des  coefficients  de  ces  différences  partielles. 

D'oi^i  l'on  peut  conclure  que  le  coefficient  de  ^.  dans  l'expression 

de  da,  sera  constant  à  l'égard  du  temps  l  et  ne  pourra  être  qu'une 
fonction  àe  a,  b,  c,  .. .,  après  la  substitution  des  valeurs  de  x,  y,  z, 
x' ,  y',  Z-'  en  a,  Z»,  c,  ...  et  l;  de  sorte  que  la  variable  i  disparaîtra 
d'elle-même,  et  qu'il  suffira  d'y  substituer  les  valeurs  de  x,  y,  z,  x', 
y',  z'  qui  répondent  ou  à  ^  =  o,  ou  à  une  valeur  quelconque  de  /. 

On  prouvera  de  la  même  manière  que  t  disparaîtra  des  autres  coeffi- 
cients des  différences  partielles  de  D,  dans  la  même  expression  de  da. 
Ainsi  la  variation  de  a  sera  représentée  par  une  formule  qui  ne  con- 
tiendra que  les  différences  partielles  de  Q,  par  rapport  h  b,  c,  . . . ,  mul- 
tipliées chacune  par  une  fonction  de  a,  b,  c sans  ^.  Et  la  même 

chose  aura  lieu  à  l'égard  des  variations  des  autres  constantes  arbi- 
traires b,  c,  h,  .... 

Ce  résultat  important,  que  nous  venons  de  trouver  a  posteriori, 
n'est  qu'un  cas  particulier  de  la  théorie  générale  de  la  variation  des 
constantes  arbitraires,  que  nous  avons  exposée  dans  le  §  II  de  la  Sec- 
tion V;  et  nous  aurions  pu  le  déduire  immédiatement  de  cette  théorie; 
mais  nous  avons  cru  qu'il  n'était  pas  inutile  de  montrer  comment  on 
peut  y  arriver  en  partant  des  formules  qui  donnent  directement  les 
variations  des  éléments  dues  aux  forces  perturbatrices,  et  surtout 
comment  ces  variations  acquièrent  une  forme  simple  et  élégante  par 
la  réduction  des  forces  perturbatrices  aux  différences  partielles  d'une 
même  fonction,  relatives  à  ces  mêmes  éléments  regardés  comme  va- 
riables. 
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62.  Nous  avons  supposé,  clans  l'article  60,  que  les  forces  X,  Y,  Z 
pouvaient  s'exprimer  par  les  différences  partielles  d'une  même  fonc- 
tion O  relatives  à  x,  y,  z.  Cette  hypothèse  simplifie  le  calcul,  mais 
n'est  pas  absolument  nécessaire  pour  son  exactitude,  puisque  les  équa- 
tions différentielles  sont  toujours  indépendantes  de  la  nature  des 
forces  accélératrices  du  mobile;  il  s'agit  seulement  de  savoir  ce  qu'on 
doit  substituer  à  la  place  des  différences  partielles  de  O  relatives  aux 
constantes  arbitraires  a,  b,  c,  ....  Or  ces  constantes  n'entrent  dans  la 
fonction  ù  que  parce  qu'elles  entrent  dans  les  expressions  des  va- 
riables a?,  j,  z,  dont  O  est  supposé  fonction;  ainsi  l'on  aura 

da        dx  da       dy  da        dz   da 

()r»    ()(>    f)o 
et,  remettant  X,  Y,  Z  à  la  place  de  -^,  -^  '  -r-'  on  aura 
'  d.x    ay    az- 

dP.      ,.dx      ,.dy       „dz 
c)a  da  da  da 

quelles  que  soient  les  valeurs  de  X,  Y,  Z.  Il  en  sera  de  même  à  l'égard 

de  -xy-'  -;-'  •  •  ■)  en  changeant  a  en  b,  c 

do    Oc  ^ 

En  général,  si  l'on  dénote  par  la  caractéristique  o  les  variations  de  O 

relatives  aux  constantes  arbitraires  a,  h,  c,  ... ,  on  aura 

i5£2  =  X  ô.c  +  Y  ây  H-  Z  d:  ; 

et  si  l'on  suppose  que  les  forces  perturbatrices  soient  R,  Q,  P,  . . . ,  ten- 
dantes à  des  centres  dont  les  distances  respectives  soient  r,  q,  p,  . . . , 

ce  qui  donne 

—  dQ.  =  ï{  dv  +  Q  dq  -h  P  dp  + . . . , 

on  aura  aussi,  relativement  aux  constantes  arbitraires, 

—  ô£2  =  R  ôr  +  Q  ôq  -H  P  op  + . .  . . 

Je  donne  ici  à  cIQ,  le  signe  —,  parce  que  les  forces  R,  Q,  P,  ...  sont 
supposées  tendre  à  diminuer  les  distances  r,  q,  p,  . . . ,  au  lieu  que  les 
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forces  X,  Y,  Z  sont  supposées  tendre  à  augmenter  les  lignes  x,  y,  z, 
comme  nous  l'avons  déjà  observé  dans  l'article  60  ('). 

63.  Pour  appliquer  les  formules  générales  de  l'article  18  de  la  Sec- 
tion citée  aux  éléments  d'une  planète,  il  n'y  a  qu'à  considérer  que 
les  coordonnées  x,  y,  z,  étant  indépendantes,  doivent  être  prises  pour 
les  variables  ^,  '|,  cp;  et,  comme  il  n'y  a  qu'un  seul  corps  mobile  dont 
la  masse  peut  être  supposée  égale  à  l'unité,  on  aura  simplement, 
comme  dans  l'article  3, 


donc 


Ainsi  les  constantes  a,  [3,  y  et  À,  u.,  v,  qui  représentent  les  valeurs  de 
X,  y,  z  et  de  x',  y',  z'  lorsque  /  ^  o  (Sect.  V,  art.  12),  seront  ici  x, 
y,  z,  x',  y',  z'  (art.  31),  et  les  variations  des  éléments  a,  b,  c,  ... 
deviendront  de  la  forme 

da  —  \+ {a,  b)  jjj  +  ^"^^^-ôi  +...\dt, 

[dO.  dp  1 

-{a,b)^  -h{b,e)'^  +...  \dt, 
da  de  J 


dx-  +  dy-  -+-  dz"-        x' 

2+y2+-'2 

ide             " 

2 

d'Y         ,          d1          , 
àx'-^'         dy'~^'' 

(9T 
dz'-^- 

les  coefficients  représentés  par  les  symboles  {a,  b),  {a,c),   ...  étant 
exprimés  ainsi  : 


, ,   da  db        da  db        da  db 
dx.  d\       dy   dy       dz'  dz 

da  db 
d\  dx' 

da  db 

dy  dy' 

da  db 
dz  dz'^ 

,        ,   da  de        da   de        da   de 
{a,  c)  =1  -r~.  ^-  -\-  ^— \-  ~-i    — - 

dx   dx  dy   dy       dz    dz 

da  de 
à\  d\' 

da  de 
~  dy  dy' 

da  de 
dz   dz'' 

(1)  L'introduction  de  la  fonction  Q  dans  un  raisonnement  relatif  au  cas  où  cette  fonction 
n'existe  pas  donne  à  ce  paragraphe  une  apparence  d'obscurité  qu'un  peu  d'attention  fait 
néanmoins  disparaître.  (/.  Bertrand.) 

XII.  II 
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On  voit  que  ces  expressions  de  da,  db,  . . .  coïncident  avec  celles  que 
nous  avons  trouvées  ci-dessus  (art.  60),  si  ce  n'est  qu'à  la  place  des 
lettres  x,  y,  z  il  y  a  les  lettres  x,  y,  z,  qui  représentent  les  valeurs 
de  ce,  y,  z  lorsque/!  est  égal  à  zéro,  ou  à  une  valeur  quelconque,  puisque 
le  commencement  du  temps  t  est  arbitraire;  ce  qui  revient  au  même, 
parce  que,  les  coefficients  [a,  b),  [a,  c),  ...  devant  être  indépendants 
de  t,  les  quantités  a,  b,  c,  . ..  doivent  être  les  mêmes  fonctions  de  se, 
y,  z-,  x' ,  y,  z'  que  de  x,  y,  z,  x',  y',  z'. 

64.  Comme  les  quantités  x,  y,  z,  x',  y',  z'  sont  aussi  des  constantes 
arbitraires,  on  peut  les  prendre  à  la  place  des  six  constantes  a,  b,  c, 
h,  i,  lî.  Changeant  donc  a  en  x,  b  en  x',  c  en  y,  h  en  y',  . . . ,  on  aura 

(x,x')  =  — I,       (y,y')=  — I-       (z,z')  =  -i, 

et  tous  les  autres  coefficients  (x,y),  (x,  z),  (x',y),  ...  deviendront 
nuls;  de  sorte  que  les  variations  de  x,  y,  z,  x',  y',  z'  seront  représen- 
tées par  ces  formules  très  simples 


dx  =  —  -^— ,  dt, 
àK' 

dy  = ^,  dt, 

^         dy' 

dz  3=—  ■^-,dt, 
dz' 

dx'=-t-  -T-dt, 

dz'i=+  ^-dt, 
dz 

lesquelles  résultent  aussi  de  celles  auxquelles  nous  sommes  parvenus 
directement  dans  l'article  14  de  la  Section  V;  ainsi  il  y  aurait  toujours 
de  l'avantage  à  employer  ces  constantes  à  la  place  des  autres  constantes 
a,  b,  c,  .... 

Mais,  quelles  que  soient  les  constantes  a,  b,  c,  . . . ,  elles  ne  peuvent 
être  que  des  fonctions  des  constantes  x,  y,  z,  x',  ...;  donc,  récipro- 
quement, on  peut  regarder  celles-ci  comme  fonctions  de  celles-là.  On 
aura  ainsi 


d^ 

_  d^  d\       d9.  dy       dP.  dz       d^  dx'       à£i  dy'       d^  dz' . 

da  - 

dx  da        dy  da        dz   da        dx'  da        ày'  da        dz'  da  ' 

donc,  substituant  les  valeurs  de  ~->  3->  ••■  du  présent  article,  on 

dx     dy  ^ 
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aura 

(Ji2  ,       à^  ,  ,      ày  ,  ,      dz   ,  ,      d\'  ,        dy'  ,        dz'  , 

-:— -  at=:  ^—  dx  -+-  -rf-  dy'  -+-  -7--  dz' r—  rtx r-  «y r—  az. 

da  aa  aa  aa  aa  aa  aa 

Or  X,  y,  z,  x',  ...  étant  fonctions  de  «,  b,  c,  . . . ,  on  a 

,         du.    ,        d\    ,,       Ox    , 
ox  =  -—  fl«  +  ^ry  do  -\ — —  de  -h. . ., 
aa  00  de 

-,  ,      d%.'  ,        d\'  ,,       ds.'   , 
d\  =  -—  da  H — -y  db  H — r—  ac  + . . . , 
da  do  de 


Substituant  ces  valeurs  et  ordonnant  les  termes  par  rapport  aux  varia- 
tions da,  db,  de,  ...,  on  aura 

- —  dt  :=  r«,  b~\  db  +  la,  c~\  de  -h  [a,  hld/i  -h .  . . , 
da  -'  L   7    j  L   >     j 

où  les  symboles  [a,  b],  [a,c],  ...  sont  exprimés  par  ces  formules 

i-  , , dx  d\'       dy  dy'       dz  dz'       ds.'  d\       dy'  dy       dz'  dz 

da  db        da  db        da  db        da   db        da  db        da  db ' 

P       , dx  dx'       dy  dy'       dz  dz'       dx'  àx        ày'  ày       àz'  dz 

da  de        da   de        da  de        àa    àc        da   de        da   de  ' 


On  aura  de  même,  à  cause  de  [b,  a]  =  —  [a,  6] 

d^ 

—j-  dc^= —  [a,  b]da  ^[b,  c~\de  -i-[b,  /i]d/i  -h.  ■  ., 


[b,e] 


db 

àx  àx'       ày  ày'       àz  àz'       dx'  dx       dy'  ày       àz'  àz 
àb  àc        db  àc        àb  àc        àb  de        àb  àc        àb  àc' 


et  ainsi  de  suite,  en  changeant  simplement  les  quantités  a,  b,  c,  h,  i,  k 
entre  elles,  prises  deux  à  deux,  et  en  observant  que  l'on  a,  en  général, 

[6,rt]=— [«,  6], 

de  sorte  que  la  valeur  des  symboles  ne  fait  que  changer  de  signe  par 
la  permutation  des  deux  quantités  qu'ils  contiennent. 

Si  l'on  compare  les  valeurs  de  ces  symboles  marqués  par  des  cro- 
chets carrés  avec  celles  des  symboles  analogues  marqués  par  des  cro- 
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chefs  ronds  (art.  63),  on  y  remarque  une  analogie  singulière,  qui 
consiste  en  ce  qu'elles  sont  exprimées  de  la  même  manière  en  diflfé- 
rences  partielles  de  a,  b,  c,  .. . ,  relatives  à  x,  x',  y,  .  . . ,  ou  de  x,  x', 
y relatives  k  a,  b,  c, 

65.  Ces  dernières  formules  sont  celles  que  j'avais  trouvées  directe- 
ment, dans  mon  premier  Mémoire  sur  la  variation  des  constantes 
arbitraires  ('),  et  elles  résultent  aussi  immédiatement  de  la  formule 
de  l'article  12  de  la  Section  V,  laquelle,  en  faisant  les  substitutions 
indiquées  ci-dessus  (art.  61),  se  réduit  à 

Ai2  c?;:  =  Ax  ox.' -+-  Ay  dy'  +  Az  ôz'  —  Ax'  ôx  —  Ay'  ôy  —  Az'  ôz. 

Dans  cette  formule,  les  différences  marquées  par  o  doivent  se  rap- 
porter aux  variations  de  toutes  les  constantes  a,  b,  c,  ...  ;  mais  les  dif- 
férences marquées  par  A  peuvent  se  l'apporter  à  la  variation  de  chacune 
de  ces  constantes  en  particulier  (Section  citée,  art.  10).  Ainsi  l'on  aura, 
en  rapportant  la  caractéristique  A  successivement  h  a,  b,  c,  . . . , 

d£2    ,        dx  ^  ,       dy  ^  ,      dz  .  ,      d\\        dy'  ^        dz'  ^ 
--  dt  —  —  è\'  +  -r-oy  -H  3-<5z  —  -7-0X—  -j-oy—  -T-  OZ, 
aa  oa  da  aa  aa  oa  da 

et  de  même  en  changeant  a  en  6,  c,  ... . 

Mais  on  a 

dx    ,        àx   ,,       à\   , 

ox  :=  -^  a«  -H  -TT  "P  H — T-  de  -\-  . . . , 
da  do  de 

,  ,       d\'   ,         dx'   ,,        dx'   , 
ox^=  ^—  da  H — r-T-  db  -] — r~  de  +  . . . , 
da  do  de 

et  de  même  pour  Sy,  Sy',  oz,  Sz';  en  faisant  ces  substitutions,  on  a  pour 

-T- ,  ^-j- ,  ■  ■  ■  les  mêmes  formules  ti'ouvées  ci-dessus. 
da     do 

Mais  une  conséquence  importante  qui  résulte  de  ces  formules,  c'est 

que  la  variation  de  la  fonction  £2,  en  tant  qu'elle  dépend  de  celle  des 

C)  roir  les  Mémoires  de  la  première  Classe  de  l'Institut  pour  1808  {"). 

(  Wole  de  Lagra/ige.  ) 

»)  OEiifres  de  Lagrange,  I.  VI,  p.  -63.        G.  D. 
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éléments  a,  h,  c,  . . . ,  est  toujours  nulle.  En  effet,  si,  dans  la  différen- 
tielle 

-r—  da  -h  -,rj-  do  -h  ^-  de  +  . . . , 
aa  do  oc 

,    ,.,        ,  ,  ^     d9.    dO.  da    db 

on  substitue  les  valeurs  de  -r-' tt'  •••  en -7-5 -77'  •••'  on  trouve  que 
da     db  dt     dt  ' 

tous  les  termes  se  détruisent,  ce  qui  est  un  résultat  très  remarquable. 


66.  Comme  la  solution  du  problème  principal  dans  lequel  on  n'a  point 
égard  aux  forces  perturbatrices  doit  donner  les  valeurs  des  variables  a;, 
y,  :;  en  t,  avec  les  constantes  arbitraires  a,  h,  c,  ..  .,\\  n'y  a  qu'à  faire 
d'abord  z  =  o  dans  ces  valeurs  et  dans  celles  de  leurs  différentielles 
relatives  à  l,  et  prendre  ensuite  leurs  différences  partielles  relatives 
A  a,  b,  c, On  a  ainsi  facilement  les  coefficients  des  différences  da, 

db,  . . .  dans  les  valeurs  de  '-T^d(,  -^dt,  . . . ,  et  il  ne  s'agit  plus  que  de 

chercher  ces  différences  mêmes  par  des  éliminations  linéaires,  comme 
je  l'ai  pratiqué  dans  le  Mémoire  cité,  à  l'égard  des  éléments  des  pla- 
nètes. 

A  cet  égard,  les  formules  de  l'article  63  paraissent  avoir  de  l'avan-' 
tage,  en  ce  qu'elles  donnent  directement  les  mêmes  différences;  mais 
elles  demandent  d'abord  qu'on  ait  les  expressions  des  constantes  arbi- 
traires a,  b,  c,  ...  par  les  variables  a?,  j,  s  et  leurs  différentielles,  ce 
qui,  dans  plusieurs  cas,  ne  peut  s'obtenir  que  par  des  éliminations 
d'un  genre  supérieur  aux  linéaires;  ensuite,  après  avoir  pris  leurs  dif- 
férences partielles  relatives  à  œ,  y,  s,  x',  y',  :■',  il  faut  y  remettre  les 
valeurs  de  ces  variables  en  a,  b,  c,  . . . ,  puisqu'en  dernière  analyse 
les  coefficients  (a,  b),  {a,c),  ...  doivent  devenir  des  fonctions  de  a, 
b,  c,  ... ,  sans  t,  ce  qui  constitue  l'essence  et  la  force  de  cette  analyse. 

Quoi  qu'il  en  soit,  ayant  donné,  dans  le  §  I,  des  expressions  fort 
simples  des  coordonnées  x,  y,  z,  en  t  et  a,  b,  c,  h,  i,  k,  nous  y  appli- 
querons les  formules  du  dernier  article,  pour  en  déduire  les  variations 
des  éléments  a,  b,  c,  . .. ,  comme  nous  l'avons  pratiqué  dans  le  Mé- 
moire cité,  parce  que  le  calcul  par  ces  formules  acquiert  une  simplicité 


86  MECANIQUE  ANALYTIQUE. 

et  une  élégance  qu'il  n'aurait  pas,  à  beaucoup  près,  par  les  autres  for- 
mules. 

67.  Reprenons  les  expressions  de  œ,  y,  z  données  dans  l'article  13, 

x  =  aX-t-(3Y,         j=:aiX  +  PiY,         ^^a^X  +  p^Y, 
dans  lesquelles  (art.  17) 

X  =  a(cos9  — e),         \  =  a\/ 1  —  e- &iwd, 
l'angle  6  étant  déterminé  par  l'équation  (art.  16) 


/a' 


{B  —  esmQ). 


Ces  formules  ont  l'avantage  que  les  trois  éléments  de  l'orbite  a,  h,  c 
ne  se  trouvent  que  dans  les  quantités  variables  X,  Y,  et  sont,  par  con- 
séquent, séparés  des  trois  éléments  h,  i,  k  qui  dépendent  de  la  posi- 
tion de  l'orbite  et  dont  les  coefficients  a,  p,  a',  ...  sont  fonctions 
(art.  13). 

Considérons  d'abord  la  formule 

dx  dx'       dy  dy'       dz  dz'       dos'  dx       dy'  dy       ds'  dz 
da    db        da  db        da  db        da   db        da   db        da   db 

et  substituons-y  les  valeurs  de  oo,  y,  z  données  ci-dessus;  en  faisant 

^,__rfX  v/_^Y 

on  aura  pour  x' ,  y',  z'  les  mêmes  expressions,  où  les  quantités  X,  Y 
seront  marquées  d'un  trait;  et  comme  les  constantes  a,  b  n'entrent 
que  dans  X  et  Y,  on  aura 

dx         dX      „dY  dx'         dX'      „dY' 


da  da  da  da         '  da  da 

àx^     àX.       odY  d£'_     dX'       oàT 

db^""  db'^^db'  db~°'  db^^  db' 
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etchan£çeanta,  3  en  a.,  S,  etena^,  B.,,  on  aura  les  valeurs  de  —>  ~^>  — 

"  '  '^  -    r  -  da    aa 

Ces  différentes  valeurs  étant  substituées  dans  la  formule  précédente, 
et  ayant  égard  aux  équations  de  condition 

a^+ oe; -h  «5  =  I,  p-+ (3j  +  (3^  =:  i,  a^ -t- otiPi  +  a, (3,  =  o, 

qui  ont  lieu  entre  les  coefficients  a,  [3,  a,,  . . .  (art.  14),  cette  formule 
se  réduira  à  la  forme 

da    db        da   db         da    db        da  àb  ' 

OÙ  l'on  voit  que  les  quantités  a,  [3,  a',  ...,  qui  dépendent  de  la  posi- 
tion de  l'orbite,  ont  disparu. 

On  aura  un  pareil  résultat  par  rapport  aux  différences  partielles 
relatives  à  c,  et  il  n'y  aura  qu'à  cbanger  dans  la  formule  précédente 
a  et  6  en  c. 

Si  donc  on  substitue  dans  X,  Y,  X',  Y'  leurs  valeurs  en  i,  qu'ensuite 
on  fasse  l  égal  à  zéro  ou  à  une  quantité  quelconque  déterminée,  et 
qu'on  désigne  par  A',  F,  X',  Y'  ce  que  X,  Y,  X',  Y' deviennent,  on  aura 
(art.  64) 

fab^-  —  ~      àV  àV^  _  à^  à^  _  àjr  àr 
'  da     db        da    db        da     db        da    db  ' 

et  l'on  aura  de  même  les  valeurs  de  [a,  c],  [b,  c],  en  changeant  b  en  c 
et  a  en  b  dans  les  différences  partielles. 

68.   Or  on  a 

X  =  rt(cos9  — e),         Y  =  a^/i  —  C' sinô; 

donc,  puisque  \'=  —,  Y  =  ~j-,  on  aura 

V /  ■      n^d  -,,  / T  .  d9 

dt  *  dt 

Mais  l'équation 

('-c)y/f  =Ô-esinÔ 
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donne,  par  la  différentiation, 


de 


dt        1  —  e  cosi 


donc  on  aura 


y   a  I  —  ecos&  V  « 


e^)       cos9 


Il  faut  maintenant  différentier  ces  formules  en  faisant  varier  les  trois 
constantes  a,  e,  c;  nous  dénoterons  par  la  caractéristique  oies  varia- 
tions relatives  à  ces  constantes;  ainsi  l'on  aura  d'abord 


^^-^siaOde-^ 


{t  —  c)  d  \/  ^^  -i-  sinO  de  —  ^/  °-7^  de 

§e  =  — 

ensuite 

ôX  =;  —  «  sinô  èO  -+-  cosd  da  —  d{ae), 

èY  =1  rt\/i  —  e-cos5ôÔ  -+-  s'inO  d{a\/i  —  e'^), 


âX': 


/g      cos 

■  V    CI    (l   -i 

V«  (1 


e  cos9)^ 

sinScosS 
ecosô)2 


£^e  ■ 


sinS 


Vï' 


(i  —  e  cos9)^ 


\/iV—fr: 


•  e  cosÔ)' 


de  - 


cos  9 


\/i^: 


On  peut  faire  ici  /  =  o;  mais  il  est  plus  simple  de  faire  ^  =  c,  ce  qui 
donne  aussi  G  =  o;  ainsi  l'on  aura,  en  changeant  X,  Y  en  A',  Y, 


a"  I  —  e 


èÂ' ;=  ( I  —  e)  da  —  a  de, 


dV  =a\/i  —  e''ôd=z 


v/— 


a     I  —  e 


de, 


$.r 
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y  a  1  — 


ôr 


V  «  (I 


e        a^  (j  —  e)^ 


Vya     I  —  e  J  i  —  e       y    a       y    a  /^ . 


de 


(i  —  e)  ^ I  —  e^ 

69.  Ici  nous  avons  conservé  la  quantité  e,  qui  est  l'excentricité; 

mais  si,  à  sa  place,  on  veut  employer  le  paramètre  b  =  a[i  —  e"),  on 

aura,  par  la  différentiation, 

,         ( I  —  e^)  da  —  db 

de  = ) 

"icie 

et  les  expressions  de  oX  et  de  oV,  qui  contiennent  de,  deviendront 

5.-,        — (i  —  eyda^db 

oA  = > 

/s  db 


^r^i/^'à^^da^ 

y    a      lae 


^  2ae(i  —  e)  \/i  —  e^ 
De  là  nous  aurons  les  différences  partielles 


àa 

dV 
da 

d^ 
da 


{i-eY- 


da         y    a      ic 


db    ~  2e' 

dV 

-db     =-°' 

d-Y' 

dY' 
db 


à-V 
de 

dV 


y   a     1  —  ( 


de 

d.r  ^  g       I 

de         a'  (I  — e)2' 
V   «  2rte(i  — e)v/i  — e'-  »c 


et  l'on  trouvera,  par  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  les  expressions 
des  symboles  [a,  b],  [a,  c],  [b,  c]  de  l'article  67, 

[a,  è]  =  o, 

[a,c]=~ 


.■(i-e=) 


2a^e       2a-e{i  —  e)       2a^ 
[6,01= -^-T ' ^^^-^ 


XII. 
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On  aurait  encore  les  mêmes  résultais  en  changeant  b  en  e,  si  l'on  vou- 
lait conserver  l'excentricité  à  la  place  du  paramètre. 

70.  Considérons  ensuite  la  formule 

d-r  dx'       dy  dy'       d:  à:'       dx'  dx       dy'  dy       dz'  dz 
da    dh        da  dli        da  dli         da   dli        da   dh        da  dli 

Comme  la  quantité  h  ne  se  trouve  que  dans  les  coefficients  a,  p,  a,,  . . . , 
qui  ne  contiennent  point  a,  on  a 

dx  _  da  d3  ôx'  _  dx     ,       d^  y, 

et  changeant  a,  p  en  a,,  (3,  et  en  a.,  p.,  on  aura  les  valeurs  de  —^  -^> 

—,  -^-  A  l'éffard  des  dilTérences  partielles  relatives  à  a,  elles  seront 

dh    dh  ^  '■ 

les  mêmes  que  dans  l'article  précédent. 

En  faisant  ces  substitutions,  on  remarquera  qu'en  vertu  des  mêmes 
équations  de  condition  différentiées,  on  aura 

Ci  du  -h  x^  dxi-h  a,  ^«2=  o,         (3  rf[3  -h  (3,  <i[3,-i-  pj  d^,_^=o, 
«(^(3  H-  «i^Pi  -h  a2rfp2=:—  (3(i5C  —  Pi  c?s(|—  P2'^«2; 

de  sorte  qu'en  faisant,  pour  abréger, 

(3  (ia  H-  |3i  dx^-h  (32ûfa,=  d^ 

[j'emploie  l'expression  différentielle  dy  {'),  quoique  la  valeur  de  dy 
ne  soit  pas  une  différentielle  complète],  la  for^iule 

dx  dx'       dy  dy'       dz  dz' 
da    dh         da    dh        da  dh 


(■)  Il  n'y  a  dans  la  question  qu'une  variable  indépendante  qui  est  le  temps.  Toute 
expression  différentielle  peut  donc  être  intégrée,  et  l'observation  de  Lagrange  semble,  par 
conséquent,  inutile.  J'ajouterai  qu'elle  est  de  nature  à  embarrasser  le  lecteur,  qui  doit 
voir  plus  loin  (art.  73)  adopter  cette  lettre  y  comme  l'une  des  constantes  variables  du 
problème.  (/.  -Bertrand.) 
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se  réduira  à  I 

a  forme 

(-£ 

-Y 

da)  dh" 

et  la  formule 

dx'  dx 
da  à  II 

dy' 
da 

dy       dz' 
dh  ^  da 

dz 
dli 

à  cette  forme 

semblable 

\      da 

—  Y 

da  y  ~dh 
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Donc,  en  retrancbant  la  seconde  de  ces  quantités  de  la  première,  et 
observant  que 

X'f/Y-f- Yc?\'  =  f/(X'Y)        cl        Y'f/X  +  X<^Y'  =  rf(XY'), 

on  aura  pour  la  transformée  de  la  formule  dont  il  s'agit,  contenant  les 
différences  partielles  relatives  à  o  et  h, 

()(YX'  — XY')  ^ 
da  dli 

et  il  en  sera  de  même  en  changeant  a  en  ^  et  c,  et  h  en  i  et  k. 

71.  Il  nous  reste  à  considérer  les  formules  où  il  n'y  a  que  des  dif- 
férences partielles  relatives  à  h,  i,  k;  de  sorte  que,  comme  ces  quan- 
tités n'entrent  que  dans  les  coefficients  a,  p,  a, ,  . . . ,  il  n'y  aura  aussi 
que  ces  coefficients  qui  deviendront  variables. 

Les  différentielles  de  ces  coefficients  se  réduisent  à  une  forme  très 
simple,  en  employant  les  coefficients  analogues  y,  y',  y",  et  en  ayant 
égard  aux  équations  de  condition  entre  ces  différents  coefficients 
(art.  14). 

En  effet,  si  l'on  suppose 

y  da.  -\-  yi  dai  -\-  y^  dct.^  :=  dti, 
y  c?p  +  y ]  cf(3,  +  yj  d'^ï  =  da, 

ce  da  ~h  a,  da^  -\-  a.i  c?«.i  ^=  o, 
(3  c?a  -h  Pi  dai  +  [3,  da^  =  d-^, 
y  da  -h  yi  dai  +  y,  da^  =  dn 


les  trois  équations 
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étant  ajoutées  ensemble,  après  avoir  multiplié  la  première  par  a,  la 
deuxième  par  p,  et  la  troisième  par  y,  on  a 

c?a  =  (3  (i;^  -I-  y  <i7r  ; 

et  si  on  les  multiplie  par  a,,  [3,,  y,  et  par  oc.^,  ^j,  y^,  qu'on  les  ajoute 
ensuite,  on  a  pareillement 


da-i  r=l^yd-j(^  +  y,  du, 
da.^  =  (3,  of;^  4-  j/2  dn. 


De  même  les  trois  équations 


donneront 


a.  dp  +  ot-i  of|3,  -f-  «2  (^Pa  =  —  dy, 

y  c/(3  -H  y,  d/p,  4-  y^  o?(3,=r  c?(T 

(i|3  =  —  a  dy-h  y  da, 
d^y  =  —  oL^dy^-}-  yi da, 
di^i  —  —  a.^d-i  +  y.^d<j. 

Enfin  les  trois  équations 

a  dy  -I-  «1  ûfy  1  -t-  c<2  f/ya  =^  —  o?7r, 
P  c?y  +  Pi  f/y,  -f-  P2  d/y2  ^--  —  d(j, 
y  dy  --t-  y,  (iy,  +  y2  <^y2  =  o 

donneront  pareillement 

dy  r=^  —  9.  du  —  P  drj, 
dyi^^ — a^dn  —  ^ida, 
dy-i  =  —  «2  ^TT  —  P2  f/ff. 

72.  Par  le  moyen  de  ces  formules,  on  aura 

^T  =  ^  T-  -+- Y  37  =    PX— aY)  iT +  ■/     X  vr  +  Y-yy      ; 
d/i  d/i  dh  dh       '  \     dh  ah  I 

et,  affectant  les  quantités  a,  (3,  y  d'un  ou  de  deux  traits,  on  aura  les 

,  ,     dv    dz  ■         11        I     dx'     dy'    dz'     .,     ,  ,, 

valeurs  de  ^>  ^;  pour  avoir  celles  de  -v,-)  -—,  ^j  11  n  y  aura  qu  a 
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affecter  d'un  trait  les  quantités  X  et  Y.  Il  en  sera  de  même  des  diffé- 
rences partielles  relatives  à  i  et  /c,  en  ne  faisant  que  changer  h  en  i 
et  X-. 

En  faisant  ces  substitutions  et  ayant  toujours  égard  aux  mêmes  équa- 
tions de  condition,  la  formule 

ÔT  d-r'       dy  dy'       ds  dz'       dx'  dx       dv'  dy       dz'  dz 
Oh    di         Oh    Oi         Oh    Oi         dh    di         Oh    Oi        Oh   Oi 

se  réduira  à  celle-ci 


-^S)(^ 

di 

+  r 

,0a 
Oi 

) 

^  Th 

-^'5l)(^ 

On 
Oi 

+  Y 

Ou 
Oi 

) 

:(XY'- 

-Mm: 

Oi 

On  Ou 
'  Ti  ôh 

} 

Il  en  sera  de  même  des  formules  semblables,  en  changeant  h  en  j  et  /•. 
Comme  les  coefficients  a,  p,  y,  a',  .. .  sont  fonctions  des  trois  élé- 
ments h,  i,  k  (art.  13  et  14),  les  trois  quantités  dy,  d-K,  da  que  nous 
avons  introduites  dans  les  formules  précédentes  doivent  être  aussi 
fonctions  des  mêmes  éléments;  et  si,  dans  les  valeurs  de  ces  trois 
quantités,  on  substitue  les  expressions  de  a,  p,  ...  données  dans  les 
articles  cités,  on  trouve,  après  quelques  réductions  fort  simples, 

dy^  r=  dk  +  cos  i  dit, 

dn  =:  —  cos  k  sini  dh  -+-  si  n  k  di, 

du  =  sin  k  sini  dh  -+-  cos  k  di. 

Mais  ces  quantités  ne  servent  pas  seulement  à  simplifier  le  calcul; 
elles  représentent  d'une  manière  fort  simple  les  variations  instantanées 
de  la  position  de  l'orbite.  En  effet,  comme  le  plan  des  œy,  auquel  nous 
avons  rapporté  l'inclinaison  i  et  la  longitude  h  du  nœud,  est  arbitraire, 
on  peut  le  faire  coïncider  dans  un  instant  avec  celui  de  l'orbite,  en  fai- 
sant j  =  o;  on  aura  alors 

d-^^=z  dk -\- dh,         dn  =:  s'ink  di,         du  ^^  cos  kdi. 
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Dans  ce  cas,  h  +  /•  sera  l'angle  que  le  grand  axe  de  l'ellipse  fait  avec 
une  ligne  fixe;  par  conséquent,  dli  -h  dk,  ou  dy,  sera  la  rotation  élé- 
mentaire du  grand  axe  de  l'orbite  sur  son  plan. 

L'angle  élémentaire  di  sera  l'inclinaison  comprise  entre  deux  posi- 
tions successives  du  plan  de  l'orbite  devenue  mobile,  et  l'angle  h  sera 
la  longitude  du  nœud  formé  par  ces  deux  positions,  comptée  sur  le 
même  plan;  de  sorte  qu'en  désignant  par  di'  et  h'  ces  deux  éléments, 
on  aura 

di'^  s/d-K-  -+-  d(j-         et        tang«  =  --y-  ■ 

Ainsi  la  variation  instantanée  de  la  position  de  l'orbite  est  déterminée 
par  les  trois  éléments  dy,  d-,  di,  d'une  manière  indépendante  de  tout 
plan  de  projection. 

73.  Il  est  maintenant  très  facile  de  trouver  les  valeurs  des  autres 
coefficients  représentés  par  les  symboles  [a,  h\,  [b,  A],  ...;  il  n'y  a 

qu  a  substituer  pour  XY'—  YX  ,  c  est-a-dire  pour  ^^ ,  sa  va- 
leur, qui  est  égale  à  D  (art.  11)  ou  à  sjgb  (art.  15),  et  pour  dy,  d-,  da 
leurs  valeurs  en  h,  i,  k  de  l'article  précédent;  mais,  à  la  place  de  l'élé- 
ment k,  nous  retiendrons  l'élément  X  C),  qui  exprime  l'angle  que  le 
grand  axe  de  l'orbite  parcourt  en  tournant  sur  son  plan  mobile  :  c'est 
proprement  le  mouvement  de  l'aphélie  ou  du  périhélie  sur  le  plan 
même  de  l'orbite.  Nous  aurons  ainsi 

X  =  ^  +   rocs  i  dh  ; 

donc 

k^=-l  —   Tcos  i  dh  ; 


(1)  Il  faut  avouer  que  l'application  ultérieure  des  formules  de  l'article  64  exigerait 
quelques  explications,  car  ces  formules  supposaient  ii  exprimé  en  fonction  des  constantes 
du  mouvement  elliptique,  et  la  lettre  /_  n'en  est  pas  une.  Cette  lettre  '/_  n'a  pas  même 
de  sens  précis,  puisqu'elle  n'a  été  définie  que  par  sa  différentielle.  Voir,  à  ce  sujet,  des 
observations  très  fondées  de  M.  Binet  {Journal  de  l'École  Polytechnique,  XXVIII"  Cahier, 
t.  XVII,  p.  76).  (/.  Bertrand.) 
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ensuite 

à'L  an  ,     ■     ■  an         .     , 

■3^=1,  -rr  =  —  COSA-Sini,  -T^:=SinA-, 

ox  on  ài 

d<7  .     ,     .     .  drr 

— -  =  sinAsin  î,  ^r^=:cosA-, 

oh  ai 

et  toutes  les  autres  différences  partielles  seraient  nulles,  ce  qui  donne 

dn  d(7       dn  da  .     . 

d/i  di        di  àh  ~ 
De  là  on  aura 

[a,  A]  — o,  [a,  j]=o,  [a,'/]^=o, 

[b,h]^o,  [^^-J^o,  [6,7J=_1^|, 

[c,  /(]=zo,  [c,  i]—o,  [c,  7]  =  o, 

[A,  j]=— i/g6sin/,  [h,x]  =  o,  [j,  7j=o. 

74.  Ces  valeurs,   jointes  à  celles  que   nous  avons  déjà   trouvées 
(art.  69),  donneront  enfin 

A^  n  «2  '  A/.  r,    \  /      A       /.' 


da  2«-      '  àb  2  y    6 

à^j,  8    ,7  c>"  j  r-r   ■    ■  ,- 

-^-  dt=z ;—  da,  -x~rdtz::z  —  \/n:b  sin  i  di, 

de  ia^  dli  * 


()Çl  [  /o- 

dt  =  J s b  sin  id/i,  -^-  dt  :^  -  i  /  ^  db; 

àji  2  V    6 


d'où  résultent  ces  expressions  très  simples  des  variations  des  éléments 
elliptiques 

,  2(7-    dO.     ,^  ,  2(7-    09.     . 

g     oc  g     dfl 

db  =   —^—    ^—  (if,  C?V  = \:r-    --r  ) 

«/t  =:  ^=: ^TT  rtf,  (5!<  = — ^ ^^  dt. 

y/g  6  si nt"  <^«  y/psirii'  <^^ 

75.  On  aurait  des  formules  un  peu  moins  simples,  si,  à  la  place  du 
paramètre  b,  on  voulait  conserver  l'excentricité  e.  Alors,  à  cause  de 
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b  =  a{i  —  e^),  on  aurait 

XY'-  YX'=  i/ga(i  — e-), 
ce  qui  donnerait 


r        ,  ^/g  (  I  —  e-  )  ev/gâ 


1  v/«  "      v/i- 

et  les  valeurs  de  -:^a/,  -^dl,  -p-az  deviendraient 
da  de  Oy^ 


d'où  l'on  tire,  en  substituant  pour  da  sa  valeur  donnée  ci-dessus, 

de  = ^dt-i ^ ~  -^-  dt, 

g     da  eg         de 


y/i  -  e-  (J„Q  a(i-e-)  d.Q   . 

«e   = ^^ == r—  rt< r—  dt, 

ey/ga    <^Z  eg         de 

riv  = = ^  dl, 

esj^a     de 

qu'on  substituera  à  la  place  des  valeurs  de  de,  db,  dy^  de  l'article  pré- 
cédent, les  autres  valeurs  demeurant  les  mêmes. 

Par  ces  formules,  on  peut  donc  avoir  l'effet  des  forces  perturbatrices 
sur  le  mouvement  d'une  planète,  en  rendant  variables  les  quantités 
qui,  sans  ces  forces,  seraient  constantes;  mais,  quoiqu'on  puisse,  de 
cette  manière,  déterminer  toutes  les  inégalités  dues  aux  perturbations, 
c'est  surtout  pour  les  inégalités  qu'on  nomme  séculaires  que  les  for- 
mules que  nous  venons  de  donner  sont  utiles,  parce  que  ces  inégalités, 
étant  indépendantes  des  périodes  relatives  aux  mouvements  des  pla- 
nètes, affectent  essentiellement  leurs  éléments  et  y  produisent  des 
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variations,  ou  croissantes  avec  le  temps,  ou  périodiques,  mais  avec  des 
périodes  propres  et  d'une  longue  durée. 

76.  Pour  déterminer  les  variations  séculaires,  il  n'y  aura  qu'à  sub- 
stituer pour  D,  la  partie  non  périodique  de  cette  fonction,  c'est-à-dire 
le  premier  terme  du  développement  de  ù  en  séries  du  sinus  et  du  cosi- 
nus d'angles  dépendants  des  moyens  mouvements  de  la  planète  trou- 
blée et  des  planètes  perturbatrices.  Car,  Q,  n'étant  fonction  que  des 
coordonnées  elliptiques  de  ces  planètes,  lesquelles  peuvent  toujours, 
du  moins  tant  que  les  excentricités  et  les  inclinaisons  sont  peu  consi- 
dérables, se  réduire  en  séries  du  sinus  et  cosinus  d'angles  proportion- 
nels aux  anomalies  et  aux  longitudes  moyennes,  on  pourra  aussi 
développer  la  fonction  Q,  dans  une  série  du  même  genre,  et  le  premier 
terme  sans  sinus  et  cosinus  sera  le  seul  qui  puisse  donner  des  équa- 
tions séculaires. 

Désignons  par  (O)  ce  premier  terme  de  Q,  lequel  sera  une  simple 
fonction  des  éléments  a,  b,  c,  <?,  h,  i  de  la  planète  troublée  et  des  élé- 
ments semblables  des  planètes  perturbatrices;  il  est  clair  que  l'élé- 
ment c  qui  est  joint  au  temps  t  ne  s'y  trouvera  pas  :  ainsi,  en  sub- 
stituant [H]  à  la  place  de  i2,  on  aura,  pour  les  variations  séculaires, 
les  formules 

da  =  o,  de  = ~-  dt  H ^^ \      dl, 

S       da  es  de 


de=-^J^lS'-pdt,  dy  =  ^-l^'pd^, 

dli  =  -^ \r^dl,  dl  =z = Vr^dl, 

\/sbsuu     ài  ^gbs\nc    oh 

oh  b  ^  ail  —  e^). 


77.  L'équation 


da 


fait  voir  que  le  demi  grand  axe,  ou  la  distance  moyenne  a,  n'est  sujette 

à  aucune  variation  séculaire,  ce  qui  n'est  qu'un  cas  particulier  du 

XII.  i3 
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théorème  général  que  nous  avons  démontré  dans  l'article  23  de  la 
Section  V;  car  la  quantité  H  de  cet  article  est  la  même  que  la  quan- 
tité H  des  articles  3  et  suivants  de  la  Section  précédente,  et  l'on  voit, 
par  l'article  15,  que  l'on  a 

H=-  ^. 

2  a 

Ainsi  il  faut  appliquer  à  la  distance  moyenne  des  planètes  les  résul- 
tats que  nous  avons  trouvés  sur  la  valeur  de  la  force  vive  d'un  système 
quelconque  (Sect.  V,  §  III). 

La  variation  de  produit  une  altération  dans  le  mouvement  moyen; 

car,  uz={t  —  c)t/-^,  étant  l'anomalie  movenne,  c'est-à-dire  l'ansle  du 

mouvement  moyen  compté  depuis  le  périhélie  (art.  19),  cette  anomalie 

sera  sujette  à  une  variation  exprimée  par  —  k/—^dc,  à  cause  de  r/a  =  o; 

et  si  l'on  ajoute  la  variation  dy  du  lieu  du  périhélie  dans  l'orbite,  on 

aura  dy  —  \/  —^dc  pour  la  variation  séculaire  de  la  longitude  moyenne, 

que  nous  désignerons  par  dX. 
On  aura  ainsi 


d/.=d7—  t  /  -^  f^c  =  —  2  4  / i— -  dt  -h  ^ ==-  ^r —  dl, 

V   «  V   g     àa  ^„a      ,^_^/,_e2     de 

à  cause  de 

1  +  v/i  —  e- 

78.  Lorsque  l'excentricité  e  est  fort  petite,  les  valeurs  de  deeidy^ 
ont  l'inconvénient  d'avoir  au  dénominateur  la  quantité  très  petite  e. 
Mais  il  est  facile  d'y  remédier  en  substituant  à  la  place  de  e  et  •/  les 
transformées  esiny,  ecosy_. 

En  effet,  si  l'on  fait 

m  :=  e  si n -/,         n  z=e  co&y, 
on  aura 

dm  =  sin  7  de  -\-  e  ces/  dy,         dn  ^  cosy^  de  —  e  sin  y^  dy^  ; 
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donc,  substituant  les  valeurs  de  de  et  r/y, 


dm  =  -+-  ^ — -=^    ecosv     ;       —  siriy  ^r — -    dt, 
es/ga    L  àe  '-    d'i    | 

du  —  —  - — ;==-    e  sin  y  ^- h  cosy  -^; — -     dL. 

Or,  en  regardant  {il)  comme  fonction  de  e,  y ,  et  comme  fonction 
de  m,  n,  on  a 

d{^)   ,     ,    d{9.)  ,        d{9.)  ,  d{9.)   . 

-\ —  «7  H \—^  de  =  -^ — -  dm  h \ —  d/i, 

ax  de  dm  dn 

équation  identique  qui,  par  la  substitution  des  valeurs  de  dm  et  dn, 
donne  ces  deux-ci  : 

d(9.)       d(9.)  d{Q.)      . 

— i —  =;  — ; — ecosy r — esiny, 

dy^  dm  '■         du 

d(iî)        d{9.)      .  d(9) 

— i —  =  — i siiiy  H ^ — ^cosy; 

de  dm  '■  on  ■ 

donc,  faisant  ces  substitutions,  on  aura  les  équations 


dm  =       , -^dt,  dn  =—  ^    , — -dl, 

v/g«        <J'^  \^a       dm 

qu'on  pourra  employer  à  la  place  de  celles  qui  donnent  les  valeurs  de 
de  et  dy  (art.  75). 

On  peut  faire  des  transformations  analogues  sur  les  dernières  équa- 
tions qui  donnent  les  valeurs  de  dh  et  di. 

Soit,  pour  cela, 

/)  ^  sin/siiiA,         y  =  sin  <  cos/(  ; 

on  trouvera  par  un  procédé  analogue 

,         cosj  d{9.)  ,            ,            cosi  diQ.)   , 
dp  =^  ——=  -\ —  dt,         dl]  = -=-  ^r — -  dt. 

V^     àl  y/g- 6     '^P 

79.  Les  forces  perturbatrices  que  l'on  considère  dans  la  tbcorie  des 
planètes  viennent  de  l'attraction  des  autres  planètes,  et  nous  donne- 
rons plus  bas  la  valeur  de  i2  qui  résulte  de  cette  attraction;  mais  on 
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pourrait  aussi  regarder  comme  force  perturbatrice  la  résistance  qu'elles 
éprouveraient  de  la  part  d'un  fluide  très  subtil,  dans  lequel  on  les  sup- 
poserait nager.  Dans  ce  cas,  en  prenant  Rpour  la  résistance,  on  ferait, 
comme  on  l'a  vu  dans  l'article  8  de  la  Section  II, 

^         d.r  ^  dy  ,  ds  ^ 

ùr=  -j-  dx  -\-  -^  0 y  ^ — ràs, 
ds  ds  ds 

le  fluide  résistant  étant  supposé  en  repos. 

Il  en  résultera  ainsi,  dans  la  valeur  de  S(2,  les  termes  (art.  62) 

_  ^              ,,  dx  ox  -H  dy  èy  -\-  dz-  àz 
—  K  0/-  =  —  Il 


ds 
On  suppose  ordinairement  la  résistance  proportionnelle  au  carré  de 

ds 

la  vitesse,  laquelle  est  représentée  par-^,  et  à  la  densité  du  milieu, 

que  nous  désignerons  par  F;  ainsi  les  termes  dus  à  la  résistance,  dans 
l'expression  de  oO,  seront 

Tds(,dxèx  +  dy  èy  +  dz8z) 
dJ} 

Pour  évaluer  la  quantité  dxox  -^  dy^y  -^  dzoz,  il  n'y  a  qu'à  em- 
ployer les  formules  des  articles  67  et  70,  en  observant  que  la  caracté- 
ristique f/se  rapporte  au  temps  t,  qui  n'entre  que  dans  les  valeurs  de 
X  et  Y,  et  que  la  caractéristique  o  doit  se  rapporter  aux  constantes 
arbitraires  a,  h,  . . .  qui  entrent  dans  X  et  Y  et  dans  les  coefficients  a, 
P,a,,.... 

On  aura  ainsi,  en  changeant  d  en  o  dans  les  expressions  de  d'y., 
d%  ..., 

dx  =  adX  +  ^  dY,         dy  =  a^dX-^  f3i  dY,         dz  =  a,  d\  +  p,  dY, 

âj;  =  a  ôX  -f-  (3  âY  +  X(p  (3x  +  y  Sn)  -+-  Y {—  a.  ôx  +  y  ocr) 
=  a(oX  —  Y  ôx)  +  (3(ÔY  +  X  Ô7J  +  7(X  ÔTT  +  Y  oV), 
Ô7  =ai(ÔX  — YÔ7J  +  (3i(aY  +  Xô\)  4-7,(XâH4- YoV), 
Ôs  =a,((5X  —  Yôx)  +  (3,(aY  +  XÔ7j  +7,(XÔ7r  +  Yôo"). 
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De  là,  en  ayant  égard  aux  équations  de  condition  entre  les  coefficients 
a,  p,  y,  a,,  ...  (art.  14),  on  aura 

dx  ôx  +  df  èy  -j-d:di  —  dX  ôX  -\-  dY  dY  +  {X  dY  —  Y  dX)  ô-/, 

et  si  l'on  y  substitue  pour  X  et  Y  leurs  valeurs /'cos*!),  rsin<I>(art.  13), 

on  aura 

dX  oX  +  dY  ôY  =  dr  or  -+-  r^  d<]>  ô<5, 

X  dY  —  Y  dX  =  /•'-  rf<I>, 


ds  =  s/dX'-  +  dY'  =  \/dr'  +  /■-  d<-P'. 

Donc  les  termes  à  ajouter  à  où,  à  raison  de  la  résistance  du  milieu, 
seront  représentés  par 


r  \/dr-  -h  /■-  dili-  (  dr  dr  -h  r-  dil>  ô<I)  -H  /■-  <3?<I>  èj_  ) 
TU-  ' 

OÙ  il  n'y  aura  plus  qu'à  substituer  pour  r  et  «D  leurs  valeurs  en  t,  don- 
nées par  les  formules  des  articles  21,  22,  en  faisant  attention  que  la 
caractéristique  d  se  rapporte  à  la  variable  t,  et  la  o  aux  constantes 
arbitraires. 

CHAPITRE  m. 

SUR    LK    MOUVEMENT    d'uN    nOnPS    ATTIIIÉ    VERS    DEUX    CENTRES    FIXES    l'AR    DES    FORCliS 
RÉCIPROQUEMENT    PROPORTIONNELLES    AUX    CARRÉS    DES    DISTANCES. 

80.  Quoique  ce  problème  ne  puisse  avoir  aucune  application  au  sys- 
tème du  monde,  où  tous  les  centres  d'attraction  sont  en  mouvement,  il 
est  néanmoins  assez  intéressant  du  côté  analytique  pour  mériter  d'être 
traité  en  particulier  avec  quelque  détail. 

Supposons  qu'un  corps  isolé  soit  attiré  à  la  fois  vers  deux  centi'es 
fixes  par  des  forces  proportionnelles  à  des  fonctions  quelconques  des 
distances. 

Soient,  comme  dans  l'article  4,  l'un  des  centres  à  l'origine  des  coor- 
données, et  R  la  force  attractive;  et,  pour  l'autre  centre,  supposons 
que  sa  position  soit  déterminée  par  les  coordonnées  a,  h,  c  parallèles 
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aux  œ,  y,  z;  soient,  de  plus,  Q  sa  force  attractive  et  cj  la  dislance  du 
corps  à  ce  centre;  il  est  clair  qu'on  aura 


'1  =  V(-*-  —  «)'-+-  (7  —  *)'+(-  —  c)S 


c'est-à-dire,  en  substituant  pour  x,  y,  z  leurs  valeurs  en  /■,  'j/,  o 

(art.  4), 

(/  =  \h-- —  2  /•[(«  coso  4-  /^  siu  (p)  cosij;  -H  c  sin'];]  -H  A-, 


en  faisant  A  =  \Ja-  -h  /^"  +  c- ,  distance  des  deux  centres. 

11  est  clair  que  la  valeur  de  T  sera  la  même  que  dans  le  problème 

du  Cbapilre  I,  mais  la  valeur  de  V  se  trouvera  augmentée  du  terme 

/  Qc/(/;  et  comme  Q  est  fonction  de  q,  et  q  fonction  de  /■,  cp,  '■]>,  ce 

terme  donnera,  dans  les  différentielles  ^^-^  .^^  -^^î   les  termes  sui- 

00/       ocp        Of 

vauts,  savoir  Q^j'»  Qy-'  Qy:'  M'^^'^  faudi'a,  par  conséquent,  ajouter 
respectivement  aux  premiers  membres  des  équations  différentielles  de 
l'article  cité. 

On  aura  donc,  pour  le  mouvement  du  corps  attiré  vers  deux  centres 
]>ar  les  forces  R  et  Q,  les  trois  équations  suivantes  : 


(') 


d'-r        r  {co?,''"lt  dw- +  d'il-)        „        ,,dq 


(")  df^      '^ ''dF^ "^*-'^-°' 

^    '  dt-  d'Jf 

Et  si  le  corps  était  attiré  en  même  temps  vers  d'autres  centres,  il  n'y 
aurait  qu'à  ajouter  à  ces  équations  des  termes  semblables  pour  chacun 
de  ces  centres. 

L'équation  T -+- V  =  H  donnera  celte  quatrième  équation,  qui  est 
une  intégrale  des  précédentes, 

— ^^ ' — i i— ^ h  /  R  «/■  -H  /  <  >  dq  =  a  H  ; 

2  dl-  -'  •'  ' 

et  il  est  visible,  en  effet,  que  les  trois  équations  précédentes,  étant  mul- 
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tipliées  respectivement  par  dr,  d\,  do,  et  ajoutées  ensemble,  donnent 
une  équation  intégrable,  et  dont  l'intégrale  est  celle  que  nous  venons 
de  présenter. 

On  tire  de  cette  équation 

dt-  ^  J  .7    -     '        dt^ 

valeur  qui,  étant  substituée  dans  la  première  équation  multipliée 
par  r,  la  réduit  à 

'^L^^^^r  +  i  fRdr+Qr^-^2  f  Q  dq  z^.  !^ll. 
2  al-  J  dr  J    ^     ^ 

Or,  puisque 

q'-^  r--\-  h-—  2  /-[(a  cosa  +  b  sino)  cos'i  -+-  c  sin  J;], 

on  aura,  en  faisant  varier  r, 

dn             ,                 7    •      N         I           -1              '""  +  /«'  —  7^       '■'  +  7'  —  /'' 
q  V-  =  '■  —  («cos©  +  i>sma))  cos'i'  — csind/  =  /• —  = • 

donc,  substituant  cette  valeur  de  -^i  on  aura  entin 

ar 

'li^  4-  R,-  +  2  [R  dr  +  Q  '■'  +  'ï'-'''  +  2  /'Q  dq  ^  4H. 
2  dt-  -J  2q  J     ^     ' 

Cette  équation  a  l'avantage  de  ne  contenir  que  les  deux  variables  /■ 
et  q,  et  elle  indique  en  même  temps  qu'il  doit  y  avoir  une  pareille 
équation  entre  q  et  /•,  en  changeant  simplement  r  et  </,  ainsi  que  R 
et  Q,  entre  elles;  car  il  est  indifférent  de  rapporter  le  mouvement  du 
corps  à  Fun  ou  à  l'autre  des  deux  centres  fixes,  et  il  est  clair  qu'on  le 
rapportant  au  centre  de  la  force  Q  on  trouverait,  par  une  analyse  sem- 
blable à  la  précédente, 

Q?  +  a/Q  rfy  +  R  ''"'^  ^'~  ^''  -h  9.  Jr  dr  =  4H; 


2  dt^ 


ainsi  l'on  pourra,  par  ces  deux  équations,  déterminer  directement  les 
deux  rayons  /•  et  q. 
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Jo  remarque  maintenant  qu'on  peut,  sans  rien  ôtcr  à  la  généralité, 
supposer  les  deux  coordonnées  a  et  b  du  centre  des  forces  Q  nulles,  ce 
qui  revient  à  placer  l'axe  des  coordonnées  :;  dans  la  ligne  qui  joiiit  les 
deux  centres.  Par  cette  supposition,  on  aura  c  =  A,  et  la  quantité  r/ 
deviendra 

\/r- —  2hr  siivii  -+-  Ir , 

laquelle  ne  contenant  plus  ç,  on  aura  donc 

dq 

Par  conséquent,  la  troisième  équation  différentielle  se  réduira  à 

d{r'-  cos-iL  do) 

■ r^ ' —  =  o, 

dl'- 

dont  l'intégrale  est 

/■-  00 s- 1];  d(D  

TTl  ^     ' 

B  étant  une  constante  arbitraire;  d'oîi  l'on  tire 


Mais  on  a 


donc 


rfcB 

B 

dt    ~ 

/■-  cos-dj 

■       1            ' 

■-  H-  h-  —  q- 
xlir 

' 

_  s/kh'r' 

—  (/•--+-  li^ 

-q'f 

cos'4^—  ,  , 

par  conséquent,  en  substituant  cette  valeur,  on  aura 

dt         Lih'-r'^  —  [/■'--{- /t- — q^)'' 

de  sorte  que,  connaissant  r  et  g  en  /,  on  aura  aussi  z>  en  /. 

Or,  puisque  sin'|  et  -j.  sont  déjà  données  en  ret  q,  il  est  clair  qu'on 

peut  réduire  la  quatrième  équation  à  ne  contenir  que  ?•  et  y,  et  alors 
elle  sera  nécessairement,  à  raison  de  la  constante  arbitraire  B,  une 
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intégrale  complète  des  deux  équations  ci-dessus  en  r  et  q.  Eu  effet, 
on  aura 

[( r"-  +  rj^  — /r-)  dr  —  2  rq  dq]\ 

ajoutant  dr-,  et  réduisant,  il  viendra 

„    , , ,         ,  ,       ,  <7°''^  dr"-  -f-  /■- (7-  dq'  —  (  r-  -+-  0"  —  h"  )  rq  dr  dq 
r-  d'h-  +  dr-  =  4 ,,■'..,„■.    jr^ — ^  ■ 

De  plus,  on  aura 


<:/r-  4  A^  r^  _  (  ,.2  +  /,2  _  ^2  )  2  ' 

donc,  faisant  ces  substitutions  dans  la  quatt»iènie  équation  et  ôtant  le 
dénominateur,  on  aura  cette  intégrale 


<7' /•- dr-  +  r"- q-  dq-  —  (  /•-  -+-  q'^  —  h-)rq  dr  dq 


aBVi^ 


+  [4  A-  /■-  —  {r"-  +  h-  —  q"-y-]  (  /"R  dr  -+-  f'Q  dq  —  2  H)  =  o. 

Et  il  est  facile  de  voir  maintenant,  d'après  la  forme  de  cette  équation, 
qu'elle  résulte  des  deux  équations  en  r  et  q,  multipliées  respectivement 
par 

2q^d{r-')  —  (r-' -h  q-  —  h^)  d(q"- ),  2r"-d{q"-)  -  {r'-+ q^— h'-)  d{r^-), 

ajoutées  ensemble  et  intégrées  ensuite;  mais  il  aurait  été  assez  difficile 
de  découvrir  cette  intégrale  a  priori. 

81.  Pour  achever  la  solution,  il  faut  avoir  encore  une  autre  intégrale 
des  mêmes  équations;  mais  on  ne  saurait  y  parvenir  que  pour  des 
valeurs  particulières  de  R  et  Q. 

Si  l'on  suppose,  ce  qui  est  le  cas  de  la  nature, 

/-  q- 

on  trouve  alors  que  ces  équations,  multipliées  l'une  parrf(^-),  et  l'autre 
XII.  i4 
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par  d{T--),  donnent  une  somme  intégrable  et  dont  l'intégrale  est 

2dt'  /■  q 

C  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

Cette  équation,  étant  multipliée  par  r-  -^  q-  —  h'-  et  ajoutée  à  l'inté- 
grale («)  trouvée  précédemment,  donne,  dans  l'hypothèse  présente, 
une  réduite  de  la  forme 

(c)  ide-  ^  ^ 

{       =:2H(/-'+7''  +  6r2g^— /i*)  +  2C(/--  +  ^-— A-)  — aB^/i^ 

Et  la  même  équation,  étant  multipliée  par  2rq  et  ensuite  ajoutée  à 
celle-ci,  ou  retranchée,  donnera  cette  double  équation 

(rt)  <  4"'" 

I       =H[(7-±ry)'-A*]-l-C(7'±5')'-(B^+C)/i% 

de  sorte  qu'en  faisant  r  +  q  =  s,  r  —  q  =  u,  on  aura  ces  deux-ci 


{s'      u^yds'-  _(^_^(3)^3_^/j2(^_^_p)^=H(5''-A'')H-C^--(B=+C)A% 


(e) 


I        i&df- 
I  (5- —  u^Ydii'^ 


-  (a—  (3);<^+  /i^(a  —  ^)u=\\{u'—  /à)^Cu^—  (B'^-^  C)/i-; 


^         i&dfi 
d'où  l'on  tire  d'abord  cette  équation,  oîi  les  variables  sont  séparées, 

;  dx 

j       v'H«*4-(a  +  [3)i'+Ci=— /j^a  +  P)*  — H/i*— (B^+C)/;- 

^•^-        j rf« . 

f  ~  v/H«'-H(a— (3)ir'  +  Ca^— /i^(a  — (3)K— HA'— (B^-hC)/i-' 

ensuite 

5^  cfs 


(«-)    ^^  = 
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Les  mêmes  substitutions  étant  employées  dans  l'expression  de  ^  trou- 
vée ci-dessus,  on  aura 


dl  {s-  —  h-)(ti- — /(■-)        s- — u- \s- — h-        II- — h- 

et,  substituant  la  valeur  de  dt, 

I      B  A-  ds 

(^-  — /i2)v/H«*-+(o(-t-P).s^'-+-Ci^  — /ins'-t-(3)'<-H/i*— (B-^4-C)/i^ 
i  B  h-  du 

\       (a-— /i-)i/H(/*4-(a  — P)a--f-CM-— /«'-(«  — ?)«  — HA*— (B2+C)/J- 

Si  l'on  pouvait  intégrer  chacune  de  ces  différentielles,  on  aurait  d'a- 
bord une  équation  entre  s  et  u,  ensuite  on  aurait  t  et  o  en  fonction 
de  K  et  u;  donc  on  aurait  q  et,  de  là,  i  et  o  en  fonction  de  r\  et  comme 

.              r'--^/i-—q- 
siniL  ^ ; '—, 

on  aurait  aussi  '\i  on  r.  Mais  ces  différentielles  se  rapportant  à  la  recti- 
fication des  sections  coniques,  on  ne  saurait  les  intégrer  que  par  ap- 
proximation, et  la  meilleure  méthode  pour  cela  me  paraît  celle  que 
j'ai  donnée  ailleurs  (')  pour  l'intégration  de  toutes  les  différentielles 
qui  renferment  un  radical  carré  où  la  variable  monte  à  la  quatrième 
dimension  sous  le  signe. 

82.  Si,  outre  les  deux  forces  ^  et  -^  qui  attirent  le  corps  vers  les 

deux  centres  fixes,  il  y  avait  une  troisième  force  proportionnelle  à  la 
distance,  qui  l'attirât  vers  le  point  placé  au  milieu  de  la  ligne  qui  joint 
les  deux  centres,  il  est  visible  que  cette  force  pourrait  se  décomposer 
en  deux  tendantes  aux  mêmes  points,  et  proportionnelles  aussi  aux 


(I)  Foir  lo  quatrième  Volume  des  anciens  Mémoires  de  Turin  («). 

(  ISote  de  Lagr-ange.  ) 

(«)    OEiwres  de  J.ngrnngc,  t.  II,  p.  253.  G.  U, 
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distances.  Dans  ce  cas  donc,  on  aurait 

R=-5+2y/-,  Q=-,   +27^, 

et  l'on  trouverait  que  l'intégrale  {b)  aurait  aussi  lieu  dans  ce  cas;  seu- 
lement, il  faudrait  ajouter  à  son  premier  membre  les  termes 

ensuite  il  y  aurait  à  ajouter  au  premier  membre  de  l'équation  (c)  les 
termes 

'^  [>■''  +  q"  +  i5  r'- q^  {!■'-  -^  g')  —  h^r'-  -¥-  q^  -h  6 r'- q'')] 

et,  par  conséquent,  au  premier  membre  de  l'équation  {d)  les  termes 

l[{r±qY~h^r±qY], 

de  sorte  qu'il  n'y  aura  qu'à  augmenter  les  polynômes  en  s  et  u  sous  le 
signe,  dans  les  équations  (e),  (/),  (g),  des  termes  respectifs 

—  Us"—  h-^s^ )     et     —  ^  (  (/«  —  h''  là)  ; 
4  4 

ce  qui  ne  rend  guère  la  solution  plus  compliquée. 

83.  Quoiqu'il  soit  impossible  d'intégrer  en  général  l'équation  trou- 
vée (/)  entre  s  et  u,  et  d'avoir,  par  conséquent,  une  relation  finie  entre 
ces  deux  variables,  on  peut  néanmoins  en  avoir  deux  intégrales  parti- 
culières représentées  par  s  =  const.  et  u  =  const. 

En  effet,  si  l'on  représente  en  général  cette  équation  par 

ds  du 

il  est  clair  qu'elle  aura  aussi  lieu  en  faisant  ds  ou  du  nuls,  pourvu  que 
les  dénominateurs  v'S  ou  \/U  soient  aussi  nuls  en  même  temps,  et  du 
même  ordre. 

Pour  déterminer  les  conditions  nécessaires  dans  ce  cas,  on  fera 

s  =/4-&J, 
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/étant  une  constante,  et  œ  une  quantité  infiniment  petite,  et  dési- 
gnant par  F  ce  que  devient  S  lorsqu'on  change  s  en  /,  le  membre  -^ 
deviendra 


v/ 


„       dF  d'F 

F  -(-  — .  CO  H-  —T-rj 

dj  2  dj  - 


il  faudra  donc,  pour  qu'il  y  ait  le  même  nombre  de  dimensions  de  w 
en  haut  et  en  bas,  que  l'on  ait 

I  ^  o        et         -T-;  ^  o  : 

alors,  à  cause  de  co  infiniment  petit,  la  difTérentielle  dont  il  s'agit  se 

réduira  à 

d(xi 


dont  l'intégrale  est 


^ 


/d'-F 


d-h  '• 

^dr 


tétant  une  constante  arbitraire.  Si  donc  on  faitco  =  o,  et  qu'on  prenne 
en  même  temps  aussi  >(-  =  o,  la  valeur  de  log^  deviendra  indéterminée, 
et  l'équation  pourra  toujours  subsister,  quelque  valeur  que  puisse 
avoir  l'autre  membre  /  -^-  Or  on  sait,  et  il  est  visible  par  soi-même, 
que 

1'  =  o         et  -—  ^  o 

sont  les  conditions  qui  rendent  /  une  racine  double  de  l'équation 
F  =  o.  D'où  (' )  il  suit,  en  général,  que,  si  le  polynôme  S  a  une  ou  plu- 

(')  Dans  sa  Thèse  présentée  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  M.  Serret  a  signalé  la 
démonstration  précédente  comme  peu  rigoureuse  ;  il  semble  incontestable,  en  effet,  que 
quelques  développements  sont  nécessaires  pour  la  rendre  entièrement  satisfaisante.  (F'oi/' 
une  Note  à  la  fin  du  Volume.)  (/.  Bertrand.) 
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sieurs  racines  doubles,  chacune  de  ces  racines  fournira  une  valeur  par- 
ticulière de  s;  il  en  sera  de  même  pour  le  polynôme  U. 

IMaintenant  il  est  clair  que  l'équation  s  =you  r -{-  q  ^/représente 
une  ellipse  dont  les  deux  foyers  sont  aux  deux  centres  des  rayons  r 
et  q,  et  dont  le  grand  axe  est  égal  à/.  De  même,  l'équation  u=^  g  ou 
r~  q  =  g  représente  une  hyperbole  dont  les  foyers  sont  aux  mêmes 
centres,  et  dont  le  premier  axe  est  g. 

Ainsi  les  solutions  particulières  dont  nous  venons  de  parler  donnent 
des  ellipses  ou  des  hyperboles  décrites  autour  des  centres  des  forces 
-^5  -^  pris  pour  foyers.  Et  comme  les  polynômes  S  et  U  contiennent  les 
trois  constantes  arbitraires  A,  B,  C,  dépendant  de  la  direction  et  de  la 
vitesse  initiales  du  corps,  il  est  visible  qu'on  pourra  toujours  prendre 
ces  éléments  tels  que  le  corps  décrive  une  ellipse  ou  une  hyperbole 
donnée  autour  des  foyers  donnés.  Ainsi  la  même  section  conique  qui 
peut  être  décrite  en  vertu  d'une  force  tendante  à  l'un  des  foyers  et 
agi^ssant  en  raison  inverse  des  carrés  des  distances,  ou  tendante  au 
centre  et  agissant  en  raison  directe  des  distances,  peut  l'être  encore  en 
vertu  de  trois  forces  pareilles  tendantes  aux  deux  foyers  et  au  centre, 
ce  qui  est  très  remarquable  (  '  ). 

84.  S'il  n'y  avait  qu'un  seul  centre  vers  lequel  le  corps  fût  attiré 
par  la  force  — >  on  aurait  le  cas  de  l'orbite  elliptique  que  nous  avons 
résolu  dans  le  Chapitre  I.  Dans  ce  cas,  on  aurait  [B  =  o,  y  =  o,  et  les 
deux  polynômes  S  et  U  deviendraient  semblables  et  ne  passeraient  pas 
le  quatrième  degré;  les  équations  (/),  [g),  {h)  de  l'article  81  seraient 
alors  intégrables  par  les  méthodes  connues,  et  le  mouvement  du  corps 
serait  déterminé  par  des  formules  en  s  et  u,  c'est-à-dire  par  les  distances 
aux  deux  centres,  dont  l'un,  celui  dont  l'attraction  est  nulle,  pourrait 
être  placé  où  l'on  voudrait  :  ces  formules  ne  seraient  donc  que  de  pure 
curiosité;  mais  il  y  a  un  cas  où  elles  se  simplifient  et  donnent  un  ré- 

(')  M.  Ossian  Bonnet  a  donné  {Journal  de  M.  Lioiiville,  t.  IX,  p.  io5)  une  raison  1res 
simple  de  ce  fait  qui  est  suscoptilile  d'une  généralisation  intéressante.  {Voir  une  Note  à  la 
Pin  du  Volume.)  (/.  Bertrand.) 
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sultat  remarquable,  c'est  celui  où  le  centre  d'attraction  nulle  est  placé 
sur  le  périmètre  de  l'ellipse. 

Pour  obtenir  ce  cas,  on  déterminera  les  constantes  B  et  C  de  manière 
que,  le  rayon  q  étant  nul,  l'autre  rayon  r  soit  égal  à  h,  distance  entre 
les  deux  autres  ;  par  conséquent,  il  faudra  que  les  variables  s  ^r  -^  q 
et  Li  —  r  —  q  deviennent  à  la  fois  égales  à  h.  Les  équations  (e)  de  l'ar- 
ticle 81  sont  très  propres  à  cette  détermination. 

Faisant  s  =  u  =  h,  la  première  de  ces  équations  donne 

ensuite,  la  différence  de  ces  équations  étant  divisée  par*  —  u,  si  l'on 
y  fait  .v  =  «  =  h,  on  a,  à  cause  de  ^  =  o, 

—  3<z/t--+-  a/t-  =  4HA3+  2C/i; 

d'oîi  l'on  tire 

C^  —  (xh  —  aH/i^. 

Par  les  substitutions  de  ces  valeurs,  le  polynôme 

Us'  -has'-hCs^—  cxh-s  —  Rh^—  B'h-  —  Ch- 

devient 

[}i{s'*  —  2 s- IC-  +  /»' )  -H  a (i'  —  s- h  —  sJi-  +  li^), 
ce  qui  se  réduit  à  la  forme 

H(5  +  hy-  {s  —  h)-^  a{s  -+-  h)  [s  —  hy  ; 

il  en  sera  de  même  du  polynôme  en  u. 
Or,  par  l'article  15,  on  a,  dans  ce  cas, 

a  =  sr         et        H= ~, 

'2a 

a  étant  le  demi  grand  axe  de  l'ellipse;  donc  les  équations  (/)  et  [g) 
deviendront 

ds  du 


{s  -  h)  ^/g(5  -H  /,)  -  A  (,  +  /,)2         („  _  /,)  ^g(„  +  /j)  _  ^  („  ^_  hy 

,  s^  ds  II}  du 

dt^ 


4(^-/0  y/g(5  +  A)-A(^H_/,).    4(„  _  /,)  y/g(„  4-/0-^  («  +  hy 
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et  si  de  cette  dernière  on  retranche  la  première,  multipliée  par  h-,  et 
qu'ensuite  on  divise  les  numérateurs  et  les  dénominateurs  respective- 
ment par  s  —  h,  u  —  h,  on  aura 

(s  -h  h)  ds  (a  -h  h)  du 


dt. 


:\A  +  '-^^      ^^^\' 


ziv^'g\/5  +  /^-  '"  '  •"       4\/g\/"  +  /i-  ^"■'^''■^'' 


expression  qui  a  l'avantage  de  ne  contenir  d'autre  élément  que  le  grand 
axe  ia. 

85.  Si  l'on  fait 

l'intégrale  étant  prise  de  manière  qu'elle  commence  lorsque  =  a  une 
valeur  quelconque  donnée,  et  qu'on  remette  pour  s  et  u  leurs  valeurs 
p  ^  q,  p  -—  q,  on  aura,  en  intégrant, 

où  l'on  voit  que  t  =  o  lorsque  q  —  o,  de  quelque  manière  que  l'inté- 
grale soit  prise. 

Or,  puisque  p  est  le  rayon  vecteur  qui  part  du  foyer,  q  est  le  rayon 
qui  part  de  l'autre  centre,  qui  est  pris  dans  un  point  de  l'ellipse,  et 
dont  la  distance  au  foyer  est  h  :  il  est  clair  que  h  et  p  seront  deux 
rayons  vecteurs,  et  que  q  sera  la  corde  de  l'arc  intercepté  entre  ces 
deux  rayons;  par  conséquent,  l'expression  précédente  de  t  sera  le 
temps  employé  par  le  mobile  à  décrire  cet  arc  dans  l'ellipse,  lequel 
sera  donné  ainsi  par  la  somme  des  rayons  vecteurs  h+p,  par  la  corde  q 
et  par  le  grand  axe  2a. 

L'intégrale  que  nous  avons  désignée  par  fonction  /(s)  dépend  des 
arcs  de  cercle  ou  des  logarithmes,  suivant  que  a  est  positif  ou  négatif; 
mais,  lorsque  l'axe  2a  est  très  grand,  cette  fonction  se  réduit  à  une 
série  très  convergente  :  on  a  alors 


1        ^2  9^2 

f{z)  =1-'+    F^ h  -. ^^ 
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Le  premier  terme  donne  l'expression  du  temps  dans  ia  parabole,  et 
l'on  a 

kt\Js  =  f  (A  -H/)  +  cjY  -  I  {h  ^p  —  qy-, 

laquelle  coïncide  avec  celle  que  nous  avons  trouvée  dans  l'article  25. 
Le  reste  de  la  série  donne  la  différence  des  temps  employés  à  parcourir 
un  arc  de  parabole  et  un  arc  d'ellipse  ou  d'hyperbole  ayant  la  même 
corde  u  et  la  même  somme  s  des  rayons  vecteurs. 

Cette  belle  propriété  du  mouvement  dans  les  sections  coniques  a  été 
trouvée  par  Lambert  ('  ),  qui  en  a  donné  une  démonstration  ingénieuse 
dans  son  Traité  intitulé  :  Insigniores  orhitœ  cometanim  proprietates . 
Voir  aussi  les  Mémoires  de  V Académie  de  Berlin  pour  l'année  1778  (-). 

Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  l'a  été  d'abord  par  Euler, 
dans  le  cas  où  il  n'y  a  que  deux  centres  fixes  qui  attirent  en  raison 
inverse  des  carrés  des  distances,  et  où  le  corps  se  meut  dans  un  plan 
passant  par  les  deux  centres  [Mémoires  de  Berlin  de  E760);  sa  solution 
est  surtout  remarquable  par  l'art  avec  lequel  il  a  su  employer  diffé- 
rentes substitutions,  pour  ramener  au  premier  ordre  et  aux  quadratures 
des  équations  différentielles  qui,  par  leur  complication,  se  refusaient  à 
toutes  les  méthodes  connues. 

En  donnant  une  autre  forme  à  ces  équations,  je  suis  parvenu  direc- 
tement aux  mêmes  résultats,  et  j'ai  même  pu  les  étendre  au  cas  où  la 
courbe  n'est  pas  dans  un  même  plan,  et  où  il  y  a,  de  plus,  une  force 
proportionnelle  à  la  distance  et  tendante  à  un  centre  fixe  placé  au 
milieu  des  deux  autres  centres.  Voir  le  quatrième  Volume  des  anciens 
Mémoires  de  Turin  (')  d'où  l'analyse  précédente  est  tirée,  et  dans  lequel 
on  trouvera  aussi  l'examen  du  cas  où  l'un  des  centres  s'éloisrnant  à 


(  1  )  T'oir  la  note  de  la  page  3o. 

(2)  OEuvres-  de  Lagrange,  t.  IV,  p.  55().  Le  Mémoire  auquel  Lagrange  fait  allusion  est 
intitulé  Sur  une  niaidève- particulière  d'exprimer  le  temps  dans  les  sections  conicpies  dé- 
crites par  des  forces  tendantes  au  foyer  et  réciproquement  proportionnelles  aux  carrés 
des  distances.  Lagrange  y  indique  différentes  manières  de  démontrer  le  théorème  d'EuIer 
et  de  Lambert.  G.  D. 

(^)  OEuvres  de  Lagrange,  t.  If,  p.  67.  Le  Mémoire  est  intitulé  Recherches  sur  le  mou- 
vement d'un  corps  qui  est  attiré  par  deux  centres  fixes.  G.   D. 
XII.                                                                                                  i5 
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l'infini,  la  force  tendante  à  ce  centre  deviendrait  uniforme  et  agirait 
suivant  des  lignes  parallèles  :  et  il  est  remarquable  que,  dans  ce  cas,  la 
solution  ne  se  simplifie  guère  ;  seulement  les  radicaux  qui  forment  les 
dénominateurs  des  équations  séparées,  au  lieu  de  contenir  les  qua- 
trièmes puissances  des  variables,  ne  contiennent  que  les  troisièmes, 
ce  qui  fait  également  dépendre  leur  intégration  de  la  rectification  des 
sections  coniques. 

CHAPITRE  IV. 

DU  JlOllVEMEi^T  DE  DEUX  OU  PLUSIEURS  CORPS  LIBRES  QUI  s'aTTIRE.NT  MUTUELLEMENT, 
ET  EN  PARTICULIER  DU  MOUVEMENT  DES  PLANÈTES  AUTOUR  DU  SOLEIL,  ET  DES  VARIATIONS 
SÉCULAIRES    DE    LEURS    ÉLÉMENTS. 

86.  Lorsque  plusieurs  corps  s'attirent  réciproquement  avec  des 
forces  proportionnelles  aux  masses  et  à  des  fonctions  des  distances, 
on  a,  pour  leurs  mouvements,  les  formules  générales  des  articles  1 
et  2,  en  prenant  les  corps  mêmes  pour  les  centres  d'attraction. 

Soient  m,  m',  m",  ...  les  masses  des  corps,  x,  y,  z,  x' ,  y' ,  z',  x", 
y",  z",  . . .  leurs  coordonnées  rectangles  rapportées  à  des  axes  fixes 
dans  l'espace;  la  quantité  T  sera,  comme  dans  l'article  1, 

T  =-  m ^, \-  m' ^775 H  m" ^jj- h 

2  at-  1  dt-  2  dL'- 

Soient  p',  p",  p"',  ...  les  dislances  des  corps  m',  m",  m'",  ...  au 
corps  m,  et  R',  R",  R'",  ...  les  fonctions  de  ces  distances  auxquelles 
les  attractions  entre  ces  corps  sont  proportionnelles. 

Soient  aussi  p",  p"',  ...  les  distances  des  corps  m",  m'",  ...  au 
corps  m',  et  R',  R™  les  fonctions  de  ces  distances  proportionnelles  aux 
attractions. 

Soient  de  même  p'",  p7,  •••  les  distances  des  corps  m'",  m",  ...  au 
corps  m",  et  RJ,  R",  ...  les  fonctions  de  ces  distances  proportionnelles 
aux  attractions;  et  ainsi  de  suite. 
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On  aura 


p'  =v/(-^''  — -»)'  +  (/' 

-fr^(z'-^r 

p"  =  l/(-2^"—-^  )'+(/" 

—  y)'^  {z"—  z  )- 

p;'  =  v/(x"  — j"')-  +  (j" 

_y)-^+(-"_-')2 

pr=v^(-^"'— -»')'  + (j'" 

-y  y- +{='"-=■' y 

et  la  quantité  V  (art.  2)  sera 

V  =  H-  m  (m'  I  li' dp'  +  m"  j  R"  dp"  ■+-  m"  /  R'" dp" 
-H  m  '  (  m"  /  RJ  c?p"  4-  m'"  (  R"'  rfp'"  + . . .  ) 
-H  m  " { m '"  f  R"' f;?p,',"  h-  . . .  ) 


Or,  quelles  que  soient  les  coordonnées  indépendantes  qu'on  voudra 
adopter,  on  aura  toujours,  par  rapport  à  chacune  d'elles,  comme  i,  une 
équation  de  la  forme  canonique 


_,  âT 
ode, 


ÔT 


ÔV  _ 


Et  comme,  dans  le  système  que  nous  considérons,  il  n'y  a  aucun  point 
fixe,  on  pourra  prendre  l'origine  des  coordonnées  partout  où  l'on 
voudra,  et  l'on  aura  toujours,  comme  on  l'a  vu  dans  la  Section  III, 
les  trois  intégrales  finies  relatives  au  centre  de  gravité,  ainsi  que  les 
trois  intégrales  du  premier  ordre  relatives  aux  aires,  et  enfin  l'inté- 
grale des  forces  vives  T  +  V  --  H. 

On  aura  de  cette  manière  le  mouvement  absolu  des  corps  dans  l'es- 
pace; mais,  comme  la  solution  de  ce  problème  n'est  importante  qu'à 
l'égard  des  planètes,  et  qu'il  n'y  a  que  leurs  mouvements  relatifs  par 
rapport  au  Soleil,  regardé  comme  immobile,  qui  intéressent  l'Astro- 
nomie, il  nous  reste  à  voir  comment  on  peut  transporter  aux  mouve- 
ments relatifs  l'équation  générale  des  mouvements  absolus  des  corps 
du  système. 
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§  I.   —  Équations  générales  pour  le  inouvemenl  relatif  des  corps 
qui  s'attirent  mutuellement. 

87.  Supposons  qu'on  demande  les  mouvements  relatifs  des  corps  m', 
m",  . . .  par  rapport  au  corps  m;  désignons  par  ^',  y]',  'C  les  coordonnées 
rectangles  du  corps  m',  rapporté  au  corps  m,  en  prenant  ce  dernier 
corps  pour  l'origine  des  coordonnées;  soient  de  même  S",  ï]",  t"  les 
coordonnées  rectangles  du  corps  m"  par  rapport  au  même  corps  m,  et 
ainsi  de  suite;  la  question  consistera  à  trouver  une  formule  générale 
qui  ne  contienne  que  ces  coordonnées. 

Il  est  d'abord  évident  qu'on  aura 

cc"z^  X  -+-  'E,",         y  ^  y  -\-  -fi",         ^"  =  ^  H-  t," , 


p"  =  ^£"^-t--ri"i'-i-Ç"2 , 


p", 

=^/(?" 

—  ?'; 

r-+i 

;•/)" 

—  'o'] 

)'  + 

(?"- 

-K'Y, 

p, 

=v^(r 

—  i'  ] 

)^  +  ( 

[ri'" 

—  'n'] 

)-  + 

(r- 

-cr, 

p'" 

=  v/(r 

—  4"  ; 

)'  + 

{■n'" 

—  "i"! 

)'  + 

(r- 

-K"r-, 

et  la  quantité  T  deviendra 

„                      ,          „           ,  dx-  -h  dv''-  +  dz- 
T  =  (  m  -H  m' H-  m'  + . . .  ) ^^^^ 

dx ( m'  f/g'  +  m" d'î^'  +  . . .)  -hdy{ m' d-n' -\-  m" dn"  +  ...)+  f/: ( m' t/;'  +  m" dtj"  + . . .) 
^  d? 

,  dl'-^ --r  dr,'- -^  dt:"-  „d'^"-^d-n"-+di;"- 

+  ™  — ^n?^^ ^  "^ ^dr^ ^-  ■  •  • 

Comme  les  variables  ce,  y,  z,  après  ces  substitutions,  n'entrent  plus 
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dans  la  quantité  V,  et  que  ces  variables  n'entrent  point  dans  T  sous 
la  forme  finie,  on  aura,  relativement  à  ces  mêmes  variables,  les  équa- 
tions 

,  ÔT  ,  6T  ,  âT 

a  ^    ,      ^  O.  fl  .,    ,      =r  o,  cl  .     ,     :=  O, 

0  ax  0  dy  à  ctz 


ce  qui  donne 


âT  èT        „  âT 

0  ax  0  dy       '  o  c^^        ' 


a,  p,  Y  étant  des  constantes  arbitraires. 
Ainsi,  on  aura  les  trois  équations 

,  dx  ,  de'  „  di!' 

(m  +  m'  +  m'  H- . . .  )  -T-  M-  m'  -^  -h  m"  -f-  +...  =  «, 
^  dt  dt  dt 

( m  H-  m'  +  m"  + . . .  )  -7-  +  m'  -y-  +  m"  -j—  + . . .  =  S, 
dt  dt  dt  ^ 

„  ^dz  .dV  „dc:' 

(  nu-  m'  -1-  ni"-i-  . . .  )  -T-  +  m'  -—  -i-  m"  -^ h . . .  =  v, 

dt  dt  dt  ' 

les  quantités  a,  j3,  y  étant  des  constantes. 

Si  maintenant  on  substitue  dans  l'expression  précédente  de  T  les 

valeurs  de  -^,  -j-i  -^  tirées  de  ces  équations,  et  qu'on  fasse,  pour 

abréger, 

X  =  m'^'  -t-  m"|"  -+-  m"''£,"'  -i- . . . , 

Y  =  m'ï)'  H-  m"-/]"  +  m'" Y)'" -t- . . . , 
Z  =  m'K'  +  m"C"  -i-  m'"^'"  h-  . . . , 
M  =:  m  -t-  m'  -I-  m"  -h  m'"  -h  . . . , 


on  aura 


oi^H-|3^-hy-  _  dX'+dY'-~^dZ'- 

2M  2Mf/«- 

,di'-'  +  d-n''+dK'^         „d'^"^+d-n"-+di:"- 


88.  Les  variables  ^',  y]',  C,  ^",  •  •  •  étant  indépendantes,  et  la  quan- 
tité T  ne  contenant  point  ces  variables  sous  la  forme  finie,  on  aura 
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tout  de  suite,  par  rapport  à  chacune  d'elles,  les  équations 


d-'\  ^ 
Mdl\ 

\       dY 

m" 

fd'-t:' 
\dfi 

d-'X' 
Mdt', 

\       dY 

d^ri' 
dl- 

d'Y  ' 
Mdt\ 

\       dY 
!       d-fi 

m" 

fd-Ti" 

\dr^ 

d'-Y  ' 
Mdt\ 

\       dY 

dK' 
dt- 

mdt\ 

\       dY 

m" 

fd'-r" 
\df^ 

d'-Z  ' 
Mdt\ 

\       dY 

Si  l'on  ajoute  ensemble  les  premières  équations  relatives  aux  va- 
riables ^',  ^",  . . . ,  on  a 


ce  qui  donne 


M  d'X       dY       dY 
m    dl-        de,        oç 


^__m/<)V       dY_ 
~dF~      M\dl'  ^' de" 


et  l'on  trouvera  de  même,  par  l'addition  des  deuxièmes  équations  et 
par  celle  des  troisièmes. 


d-Y 

dr-   ~ 

_M 
m  ' 

fdY        dY 
\àn       ■  d-ri 

d'Z 

M, 

(dY       dY 

dl'   ~' 

-m' 

Uc  "^  àK" 

valeurs  qu'on  pourra  substituer  dans  les  équations  précédentes. 

On  aura  ainsi,  pour  le  mouvement  du  corps  m'  autour  de  m,  les  trois 
équations 


d^l' 

dY       m' 

fdY 

dY 

dt- 

dq         m 

[w 

^  èc: 

d'-n' 
dt- 

dY        m' 
dv         m 

fdY 
[dn' 

dY 

d'Z' 
dt- 

dY        m' 
dç        m 

fdY 
[dK' 

dY 

et  l'on  aura  de  pareilles  équations  pour  le  mouvement  des  corps  m', 
m'",  ...  autour  du  corps  m,  en  changeant  seulement  entre  elles  les 
quantités  affectées  de  deux  traits,  ou  de  trois,  etc. 
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Il  n'y  aura  donc  qu'à  substituer  la  valeur  de  V  et  prendre  ses  diffé- 
rences partielles  relatives  aux  différentes  variables;  mais  cette  substi- 
tution peut  se  simplifier  par  la  considération  suivante. 

89.  Dénotons  par  U  la  somme  de  tous  les  termes  de  la  quantité  V 

qui  contiennent  les  distances  p",  p"' p"' et  remarquons  que  les 

expressions  de  ces  distances  sont  telles,  qu'elles  demeurent  les  mêmes 
en  augmentant  les  coordonnées  ^',  ^",  ^"',  ...  qui  y  entrent  d'une  même 
quantité  quelconque;  d'où  il  suit  qu'en  faisant  varier  ces  mêmes  coor- 
données d'une  même  quantité  infiniment  petite,  la  variation  de  U  sera 
nulle,  ce  qui  donnera  l'équation 

dV       dU       dV 

On  trouvera  de  la  même  manière,  parce  que  la  même  propriété  a  lieu 
par  rapport  aux  coordonnées  -q',  ■/]",  •/]'".  ...  et  aux  coordonnées  'Ç,  t", 

'C 

du        dU        dV 

an'       dn        on 


dU       àU^  ^àt_ 


Donc,  puisque 


V  =  m  (m'  l'R'dp'^  m"f  R"  dp"-h . . .  )  h  U, 

p'ne  contenant  que  ^',  ■/]',  'Ç;  p"  ne  contenant  que  ^",  -q",  l",  et  ainsi  de 
suite,  la  première  équation  deviendra  par  ces  substitutions,  en  la  divi- 
sant par  m', 

-77^  +  (m-H  m')R'-^  +  m"R' ^    • 


Or,  dans  la  quantité  U,  il  n'y  a  que  les  termes  qui  contiennent  p", 
p'",  ...  qui  dépendent  des  variables  ^',  •/]',  '('  (art.  86);  ainsi  l'on  peut 
réduire  la  valeur  de  U  à 

U  =  m'(m"  /  U",  dp" -h  m'"  J  R'"dp"' -h. . .); 
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substituant  la  valeur  de  ^  dans  l'équation  précédente,  elle  deviendra 

—rjr-  -I-    in  +  m'  R'  -Ç-,  4-  m"  R"  -^,  -t-  m"'R    -^  +  -  -  ■ 
cW-  de!  oc;  '   ôcj 

liliiiàp"  ,i,r.iifàp"' 

-+-  m"  R"  -jÇj  4-  m"  R'"  -^  +  .,.=;  o, 
di,"  dK 

et  l'on  aura  de  la  même  manière 

'^■■^^'  /  /M>/<^P'  ;/r.';<^P!  m-r^iiiàu' 

— 7-r  +  ( nu-  m'  R'  ^  H-  m"R  -f^  -h  m'" R    -r!-^  + . . . 

,,T,i,àp"  mr>ii,àp"' 

-+-  m" R" -^  -h  m'" R" -^,,,  + . . .  —  o, 
on  (ni 

'^'Ç'  /  i\r,l<^p'  ii-r,«àp".  mnmàp" 

-,-75-  -t-    m  +  m'  )  R'  -;J-,  -I-  m"  R  -^,  -+-  m'"  R    -^  m-  . . . 
dt-  a,  '  dç  '    âZ 

-h  m"  R"  -T^  -t-  m'"  R    itv,  -t- . . .  =  o. 
oç  oÇ 

90.  On  peut  ramener  ces  équations  à  la  forme  générale,  qui  a 
l'avantage  de  s'appliquer  également  à  des  coordonnées  quelconques. 

Si  l'on  multiplie  la  première  par  S\',  la  deuxième  par  oy]',  la  troi- 
sième par  S'C,  et  qu'on  les  ajoute  ensemble,  on  aura  d'abord  la  partie 
différentielle 

laquelle,  en  transformant  les  coordonnées  H',  y]',  "('  en  d'autres  coor- 
données indépendantes  \,  '\i,  cp,  donnera  pour  les  termes  multipliés 
par  S^  la  formule  (SecL  IV,  art.  7) 

en  faisant 

dl''+  d-n'--h  d^'- 


X', 


2  dt'' 


A  l'égard  des  termes  qui  contiennent  les  forces  R',  R",  ...,  il  est 
facile  de  voir  qu'en  changeant  la  caractéristique  o  en  cl,  tous  ces  termes 
sont  intégrables  par  rapport  aux  variables  ^',  yj',  "C;  l'intégrale  con- 
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tiendra  d'abord  les  termes 

(  m  +  m')  f  RV/p'4-  m"fïV  dp";  +  m'"  f  R";dp";  +  ...; 
ensuite  elle  contiendra  les  ternies 

m" R"  -f-jj  -{-  m'"  R'"  ^-^  -+-...  W)' 
m"  R"  3^  H-  m'"  R'"  -^,  -+- . 


Or  on  a 


et  comme 


et  de  même 


àp" 1^  d^ Y)"  dp"  _  Z"  _ 

dt,"  ~  p"  dn"       p"  dii"       p"' 

p";-  =  a"-  ?')=+  (v)"-  rt'y-+  (?"-  Ç')S 
Oc,  an  oç  2p" 


dE,'"^       d-n'"  dV  ap' 


et  ainsi  des  autres  expressions  semblables.  Donc,  nommant  V  l'inté- 
grale totale,  on  aura 

V'=  (m  +  m')  j  l\'dp'+  ni"  J' W] dp] -^  m'"  /"R"Vp"'+ . . . 

,"R»P 


m"R"  ^     '   ^  „     r-    +  ni"'R"' 


Ainsi,  après  la  transformation  des  coordonnées,  les  termes  multi- 
pliés par  0^  se  réduiront  à  -^^oi;  et,  comme  on  suppose  les  nouvelles 
coordonnées  ^,  ^,  cp  indépendantes,  chacune  d'elles,  comme  E,  don- 
nera une  équation  de  la  forme 


dc/^      ô^  ^  d^  ~°- 


XII. 
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91.  S'il  n'y  a  que  deux  corps,  m  et  m',  l'expression  de  V  devient 

V'=(mH-m')  fWdp'; 

ainsi  les  valeurs  de  T'  et  de  V  sont  les  mêmes  que  pour  un  corps  attiré 

vers  un  centre  fixe  avec  une  force  (m  +  m')R'  proportionnelle  à  une 

fonction  de  la  distance  p'  (art.  4).  Donc  le  mouvement  relatif  du  corps 

m'  autour  du  corps  m  sera  le  même  que  si  celui-ci  était  fixe  et  que  la 

masse  attirante  fût  la  somme  des  deux  masses,  ce  qui  est  connu  depuis 

Newton. 

Lorsque  la  masse  m  du  corps  autour  duquel  les  autres  sont  censés 

se  mouvoir  est  beaucoup  plus  grande  que  la  somme  des  masses  m', 

m",  . . . ,  ce  qui  est  le  cas  du  Soleil  par  rapport  aux  planètes,  on  a,  à 

très  peu  près, 

V'=(m-h  m')  fWdp'. 

Le  mouvement  du  corps  m'  autour  du  corps  m  sera  donc,  dans  ce  cas, 
à  très  peu  près  le  même  que  si  celui-ci  était  fixe  et  que  la  somme  des 
masses  m  +  m' y  fût  réunie;  et  en  regardant  les  autres  forces  m"R", 
m"R,',  ...  comme  des  forces  perturbatrices,  on  pourra  employer  la 
théorie  de  la  variation  des  constantes  arbitraires  pour  déterminer 
l'effet  de  ces  forces  :  il  ne  s'agira  que  de  prendre,  conformément  à  l'ar- 
ticle 9  de  la  Section  V,  —  iî  égale  à  la  somme  de  tous  les  autres  termes 
de  la  valeur  de  V  donnée  ci-dessus.  On  fera  ainsi,  en  accentuant  la 
lettre  O  pour  la  rapporter  à  la  planète  m', 

Q'=  —  m"  f  R;'  dp';  —  m'"  f  R',"  dp";  —  ... 

—  m"  R"  ^ !--; — ^-^ m'"  R'"  C !__ — zi h . . . , 

2  p  2  p 


et  l'on  aura,  par  les  formules  générales  de  l'article  14  de  la  même  Sec- 
tion, les  variations  des  éléments  du  mouvement  du  corps  m'  autour  du 
corps  m  regardé  comme  fixe. 
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§  II.  —  Formules  générales  pour  les  variations  séculaires  des  éléments 
des  orbites  des  planètes  autour  du  Soleil. 

92.  Pour  appliquer  ces  formules  au  mouvement  des  planètes  autour 
du  Soleil,  on  prendra  la  masse  m  pour  celle  du  Soleil,  la  masse  m' 
pour  celle  de  la  planète  dont  on  cherche  les  perturbations,  et  les 
masses  m",  m'",  . . .  pour  les  masses  des  planètes  perturbatrices,  et  l'on 
fera 

R'=4;,     R"=4-.'      •••'     r;'  =  47' 

p  ?-  ?,- 

On  substituera  ensuite  dans  la  fonction  0',  au  lieu  des  coordonnées  %' , 
r{,  'Q;  ï",  V)",  ...  de  ces  différents  corps  autour  de  m,  leurs  valeurs  ex- 
primées en  fonction  de  t,  conformément  aux  formules  que  nous  avons 
données  dans  le  Chapitre  P'  pour  les  expressions  des  coordonnées  x, 

y,  z.,  en  y  faisant 

g  =  m  +  m', 

ou  simplement  g',  pour  le  rapporter  au  corps  m',  et  l'on  aura,  par  les 
articles  69  et  suivants,  les  variations  des  six  éléments  de  l'orbite  de  la 
planète  autour  du  Soleil. 

Nous  nous  contenterons  ici  de  chercher  les  variations  séculaires  de 
ces  éléments  qui  sont  les  plus  importantes,  et  qui  ne  dépendent  que 
du  premier  terme  tout  constant  du  développement  de  H. 

L'expression  de  i2' deviendra 

„,  „  /  I  p'^  -H  p"-'  —  p"-'  \  ,„  /  I  p'2  +  p'"'-  —  p"' 

Vp,  ap"''         J  Vp,  2p"'^ 

93.  Commençons  par  développer  la  quantité 


p;'=  \/(S"- ^')-+ (-fl"- -1')^+ (?"- Ç')^; 

on  y  mettra  d'abord  pour  ?,  y],  "C  les  expressions  de  ce,  y,  z  de  l'ar- 
ticle 13,  en  marquant  par  un  trait,  ou  par  deux,  les  quantités  qui  se 
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rapportent  aux  masses  m',  m".  On  aura 

p"2  =  p'-+p"-— 2p'p"(5!'  cosO'+(j'  sin<I>')(c("  cos<l»"+(3"  siii<&") 

—  2p'p"{a\  cos*^'-+-  (3'j  sin$')  (x\  cos$"+  P'i  sin$") 

—  2p'p"(5C2C0S<I>'-i-  [3',  sin<&')  {c.",_  cos<I>"h-  P2  siiiO"). 

Si  l'on  fait  les  multiplications,  qu'on  développe  les  produits  des 
sinus  et  cosinus  et  qu'on  fasse,  pour  abréger, 

A  =  a'  a" -h  ot'i  a[  -h  a.'^  a!', , 
B  =  a' p"+  a\  [3';  -+-  «2  P'^ , 
A,=  a"(3'+a",(3;+o!:(3',, 

B,  =  (3'(3"+(3;|3';  +  p;p;, 

on  aura 

p"2  =  p'2_i- p"2_  (A  +Bi)p'p"cos(<l»'— $")  —  (A  —  Bi)p'p"cos(<I»'-i-<l>") 
—  (Al  — B  )p'p"sin(4>'— O")  —  (Ai-hB  ) p'p"  siii(<S'-t- O"). 

Les  quantités  a',  (B',  a',,  . . .  sont  fonctions  des  éléments  h',  i' ,  k'  de  l'or- 
bite de  la  planète  m',  donnée  par  les  formules  de  l'article  13,  en  mar- 
quant toutes  les  lettres  d'un  trait,  et  les  quantités  a",  [3",  a',,  ...  sont 
fonctions  semblables  des  éléments  A",  j",  k"  de  l'orbite  de  la  planète  m", 
en  marquant  les  lettres  de  deux  traits  :  ainsi  les  quantités  A,  B,  A,, 
B,  sont  fonctions  de  ces  mêmes  éléments;  mais,  par  la  considération 
suivante,  on  peut  voir  ce  qu'elles  expriment. 

94.  Les  coordonnées  primitives  rapportées  à  un  plan  donné  étant 
X,  y,  z,  pour  les  transformer  dans  les  coordonnées  x' ,  y',  z'  rappor- 
tées au  plan  de  l'orbite  de  m',  on  a,  par  les  formules  générales  de  l'ar- 
ticle 14, 

X  zrz  a!  x' -\-  (3'  j'-f-  y'  z\ 

j  —  a\x'-]-^\y-hy\2', 
3  =a',x-'-4-|3;j'-hyU', 

où  les  coefficients  a',  p',  ...  dépendent  des  constantes  h',  i',  k'  qui 
déterminent  la  position  des  nouveaux  axes  par  rapport  aux  primitifs, 
i'  étant  l'inclinaison  des  deux  plans. 
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De  même,  si  l'on  voulait  transformer  les  mêmes  coordonnées  dans 

les  coordonnées  œ",  y",  z"  rapportées  au  plan  de  l'orbite  de  m",  on 

aurait 

a;  =  a"  x" -\-  j3"jk"+  y"  z"  1 

où  les  coefficients  a",  P",  . . .  seraient  des  fonctions  semblables  des  con- 
stantes A",  «'",  k"  qui  déterminent  la  position  de  ce  nouveau  plan  par 
rapport  au  même  plan  primitif,  et  où  i"  serait  l'inclinaison  de  ces 
plans. 

Si  l'on  compare  maintenant  ces  expressions,  on  aura 

a'  x'+  (3'  /'-f-  y'  j'=  a"  x"  +  (3" /"-h  y"  ;", 

«'i  •a?'+  P'i  /'+  y  1  -'=  <  •»"-)-  (3';  /"+  i\  -% 

«2^;'+  P'^/'h-  y's-s'^  «2.2;"+  P'ô  j"-t-  y'i-s". 

Comme  les  coefficients  a',  p',  y';  al^,  ...  sont  assujettis  aux  mêmes 
équations  de  condition  que  les  coefficients  a,  [3,  y;  a,,  ...  de  l'article  14, 
si  l'on  ajoute  ensemble  les  trois  équations  précédentes,  après  les  avoir 
multipliées  respectivement  par  a',  a',,  a,,,  par  p',  [B', ,  p'^  et  par  y',  y',, 
y'.,,  on  aura,  en  vertu  de  ces  équations, 

x'^^  A  x"-{-  B  j"+  G  z", 
/'=  Ai-x^'-H  Bi  j"+  Ci^", 
z'  =  k„x"+B,y"^C,z", 


en  faisant,  pour  abréger. 


A  =  a'  «'+  a\  a",  +  cx'^  a\ , 
B  =  ot'  P"  +  a',  P';  H-  a'j  p  2 , 

C   =  a'  y'  +  a'j  y'[  -+-  x,  y",  ; 

Al  =  P'  a"+  p\  a"i  ^-  P'2  «2 , 

B,  =  p'P"+p',p;  +  p;p';, 
c>  =  P'y"+p;y';  +  p;y';; 

A2  =  y '  ce"  +  y'i  a"i  +  y;  «; , 

B2=y'P"+y;p';  +  y;p;," 

C2=:y'y"-)-y;y",  -Hy^y';. 
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II  est  évident  que,  par  ces  formules,  les  coordonnées  x',  y',  :■'  sont 
transformées  dans  les  coordonnées  ce",  y",  z";  ainsi  les  coefficients  A, 
B,  C;  A|,  B,,  . . .  seront  exprimés  d'une  manière  semblable  aux  coeffi- 
cients analogues  a',  ^' ,  y';  a',,  j3',,  . . . ,  et,  prenant  les  constantes  H,  I, 
K,  à  la  place  des  h' ,  i ,  k',  on  aura,  par  les  formules  générales  de  l'ar- 
ticle 13, 

A  =  +  cosKcosH  —  sinH  sinK  cosi, 

B  =— siiiRcosII  —  sinllcosKcosI, 
C  =  sinH  siiil; 

Ai  =  -i-  cosKsinH-4-  siii  K  cosH  cosI, 
Bi  =—  sinK  sinll  +  cosKcosH  cosI, 
Ci  =  — cosH  sini; 

A2=  sinK  sinI, 
B2=  cosKsinI, 
C2  =  cosI. 

La  constante  I  représentera  l'angle  d'inclinaison  des  deux  plans  où 
sont  placées  les  orbites  des  planètes  m'  et  m";  et  nous  la  désignerons 
par  r,  pour  indiquer  qu'elle  se  rapporte  aux  orbites  de  m'  et  m";  et  si, 
dans  l'expression  de  Co  en  y',  y",  y',,  ...,  on  substitue  les  valeurs  de 
ces  coefficients  en  h',  k',  i',  h",  k",  i"  (art.  13),  on  a 

ces  r,'  =  cos  i'  cos  i"-i-  cos  (  h' —  h"  )  sin  i'  s'ini". 

On  voit  que  les  quantités  que  nous  venons  de  désigner  par  A,  B,  A,, 
B|  sont  les  mêmes  fonctions  de  a',  a",  p',  ...  que  celles  que  nous  avons 
désignées  par  les  mêmes  lettres  dans  l'article  93;  ainsi  l'on  aura  dans 
les  formules  de  cet  article,  en  y  substituant  pour  ces  quantités  les  va- 
leurs que  nous  venons  de  trouver, 

A  +  B,  =  2  cos(H  -h  K)  cos^^r;, 
A  —  Bi  =  2cos(H  — K)sin4r, 
Al  — B  =2  sin(H  +  K)cosHi;', 
Al -H  B  =  2  sin(H— K)  siiT-|r,'. 

95.   Donc,  faisant  ces  substitutions  dans  l'expression  de  p"'  de  l'ar- 
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ticle  93,  on  aura 

p"-  =  p'-+  p"-—  2 p'p"cos (<!»'—  <I>"—  H  —  K)  cos-il)' 
—  2p'p"cos(<I''+  <!>"—  H  4-  K)  sin'li;'. 

Faisons,  pour  un  moment, 

A  =  cos(0'+  <!>"—  H  +  R)  —  cos(<l»'—  $"— H  —  R), 


P,       y/p'2-i-  p"2_  2p'p"cos($'—  fl)"—  H  —  R)  —  2p'p"A  sin^ii; 

c'est  la  valeur  qu'il  faudra  substituer  dans  l'expression  de  Q,  de  l'ar- 
ticle 92;  et  l'on  aura  de  la  même  manière 

p'--hp"'-—p",-  _  p' cos (*'—$"— H  — R)       p'Asin^i; 
2p"3  ~  p""-  p"2 

En  marquant  de  trois  traits  les  lettres  qui  ne  sont  marquées  que  de 
deux,  on  aura  les  termes  multipliés  par  m'"  dans  i2,  et  ainsi  de  suite. 

Il  faudra  ensuite  substituer  pour  p',  p",  ...  et  pour  $',  $",  . . .  leurs 
valeurs  exprimées  par  les  anomalies  moyennes  u',  u",  ...,  suivant  les 
formules  des  articles  21  et  22;  et,  dans  le  développement,  nous  nous 
contenterons  d'avoir  égard  aux  secondes  dimensions  des  excentri- 
cités e' ,  e",  ...  et  des  inclinaisons  mutuelles  I",  Y',  ...  des  orbites  de 
m",  m'",  ...  sur  celles  de  m',  en  regardant  ces  quantités  comme  très 
petites  du  même  ordre,  et  en  négligeant  les  termes  où  elles  forme- 
raient des  produits  de  plus  de  deux  dimensions. 

On  aura  ainsi 

I  I 

p"  ~  ^p'^-)-p"2— 2p'p"cos($'  — <E»"— H  — R) 

_  pp' [ cos ( «K' +  $"—  H  -H  R)  —  cos($'—  <t"—  H  —  R)]   .^,  ^  j„ 
[p'2+  p"2—  2p'p"  cos(4>'—  <!>"—  H  —  R)p 

96.  On  sait  que  les  puissances  d'une  fonction  de  la  forme 

p'2_j_  p"2 —  ap'p"  coso 
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peuvent  se  développer  en  séries  de  cosinus  d'angles  multiples  de  <ï»; 
ainsi  l'on  peut  supposer 

_  1 

(p'^-hp"'^ — 2p'p"cOS9)    ^ 

=  (p',  p")  4-  (p',  p")i  COStp  +  (p',  p")»  COS29  -!-  (p',  p")3  COsScp  -}-..., 

_1 

(p'^4- p"^—  2p'p"C0Scp)    - 

=  [p',  p"]  -H  [p',  p"]|  coscp  +  [p',  p"],  cosacp  +  [p',  p"]3  cosScp  -h.  . . , 

où  (p',  p"),  (p',  p")|,  . . . ,  [p',  p"],  [p',  p"]i,  . . .  sont  des  fonctions  de  p', 
p"  exprimées  en  séries  ou  par  des  intégrales  définies,  dans  lesquelles 
les  quantités  p'  et  p"  entrent  de  la  même  manière  et  forment  des  fonc- 
tions homogènes  des  dimensions  —  i  ou  —  3. 

x4insi,  en  faisant 

(p  =  <l)'— $'  — H-K, 

on  aura 

—  =  (p',  p")  -t-  (p',  p")i  COSQJ  -t-  (p',  p"),  C0S2(p  -H.  .  . 

+  P'P"(  [p''  p"]  +  [p''  P"]l  coscp  4-  [p',  p"],  COS29  +.  .  .) 

X  [cos(o  +  2$"+  2K)  —  cosffl]  sin^ll", 
où  il  faudra  faire  (art.  21  et  22) 


=  a  \  I  —  e  ces  u 


al  I  —  e  cosii 


5  e'- 

<!>'=:;<'-(-  2  e'  sin  «<'  H ^—  si  n  2  «', 

4 

»    •       „       5e"^    • 
<I»"^  ;('  +  2 e  sin  ;<  H 1—  sin  2  «  , 

4 
et,  par  conséquent, 

(p  =1  u'  —  a"  —  L  +  2(e'  sinu' —  e"  sin«")  +  |  (e'^  Bin2  ;<' —  e"^  sin 2  m"), 

L  étant  égal  à  H  -h  K. 

Comme  nous  négligeons  les  quantités  au-dessus  du  second  ordre 
dans  les  termes  multipliés  par  sin--;  on  pourra  mettre  tout  de  suite  a' 
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et  «"  au  lieu  de  p',  p";  li ,  u"  au  lieu  de  •]>',  $",  et  u'  —  u"  —  L  au  lieu 
de  cp;  et,  en  développant  les  produits  des  cosinus,  on  verra  facilement 
qu'il  n'y  aura  de  terme  indépendant  des  angles  u'  et  u   que  celui-ci  : 

—  \  a' a"  [a',  n"],  sin- 1- 1". 

Considérons  maintenant  les  fonctions  (p',  p"),  (p',  p"), ,  ...  ;  en  y  fai- 
sant les  substitutions  précédentes  à  la  place  de  p'  et  de  p",  et  conser- 
vant les  secondes  dimensions  de  e'  et  de  e",  on  aura 

/  /     ,,x       ,    I     ;/ N        d{a',  a")  /        .   ,  , 

(p',  p")  =:  (a  ,  a  )  -^ —j-i — -  (  —  a  e  cosu 

d'-{a',  a")  rt'^e'^ 
2  da'^  2 

d{a',  a") 
da" 

d^{a',  a")  a"e"- 


(l  H-  C0S2«") 

da^da"  2        [cos(«'-«")-cos(«'H-«")], 


2  (Ja"^ 
d'^(a' ,  a")  a' a" e'e" 


et  il  en  sera  de  même  des  autres  fonctions  semblables.  On  aura  pareil- 
lement 

/           ,    •      /       5  e'-    .         , 
i       2  6  smw  H ^sin2« 

cos<p  =  — cos(h'— £i" — L)  —  sm{u'— u" ~L)  '  ^  ,^, 

/  —  2  e"  sin  u" ^  sin  2  (/" 

i  e'-  —  e'-  cos  2  f<'  H-  e"^  —  e"-  cos  2  t/"  ) 

—  cos(«' — u" — L)  ,  ; 

(       — 2ee"[cos(?<' — «")  —  cos{u  -h  u")]  ) 

on  développera  de  la  même  manière  les  cosinus  des  angles  multiples 
de  cp,  et  l'on  multipliera  les  expressions  de  ces  cosinus  par  celles  des 
coefficients  (p',  p"),  (p',  p"), ,  .... 

Comme  nous  ne  cherchons  que  les  termes  indépendants  de  toute 
période,  il  faudra  rejeter  tous  ceux  qui  se  trouveront  multipliés  par 
des  cosinus  d'angles  multiples  de  u'  et  de  u",  qui  sont  les  angles  des 
mouvements  moyens  de  m'  et  de  m". 

XII.  17 
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Ainsi  le  ternie  (p',  p")  de  l'expression  -;;  ne  donnera  que  ceux-ci  : 

,    ,     ,,,       rdia^a")  cY-{a',a")    ,,~\    „       Vd{a',a")    ,,       d'^{a',a")    ,,,~1    „, 

{a',  a")  -h  '      '  a' ^ ,  ,  '        a'-  \e'+\  '  ,,'  a"  H ,   .  ,,,  '  a"^  \e"'-. 

\_     2da'  4  da'''  J  La  àa"  4  àa"-  J 

Le  terme  (p',  p"),  coscp  donnera  ceux-ci  : 

F/    /      ;/\         à(a',a")i    ,       d(a',a")f     „       (?^(«',  a"),     ,     "1    ,   „ 

(a',  «  )iH T—, —  a'  ^ .-J, —  a" -h    .,,,,,   a  a"    e  e  cosL. 

L  2  da'  1  da  4  (^«  àa"  J 

Le  terme  (p',  p")^  cos2©  et  les  suivants  ne  donneront  que  des  termes  où 
e',  e",  i' ,  i"  formeraient  plus  de  deux  dimensions,  et  que  nous  négli- 
geons. 

Il  reste  à  développer  la  quantité  (art.  93,  94) 


On  fera  ici  pour  p',  p"  les  mêmes  substitutions  que  ci-dessus;  on  aura 
d'abord 

p'  ^<'     (  /  /  //  ;/  <^'"  /  /  V 

-Srr  =^  — f;     '  —  e  COS  u  H-  2  e   COS  «;   H — —  (  i  —  cos  2  u  ) 
p//2         gin  I  2 

e"-  ) 

-\ (i  +  5cos2?<")  +  e'e"[cos(«'—  u")  +  cos((^'—  (<")]    ; 


mais,  dans  le  terme  qui  contient  sin-  et  qui  est  déjà  du  second  ordre, 
il  suffira  de  mettre  ^r  à  la  place  de  4^,  et  comme 

gin  V  f^in 

A  =  COS  (4»'  -H  $"—  H  H-  K )  —  COS  (<!>'  —  <1>"  —  H  —  K), 

il  est  clair  que  ce  terme  ne  donnera  aucune  quantité  constante. 

En  multipliant  l'expression  précédente  de  -^  pai'  celle  de  coso  de 

l'article  précédent,  et  ne  retenant  que  les  termes  constants  où  é  et  e" 
ne  passent  pas  la  seconde  dimension,  on  trouve  aisément  ceux-ci  : 

e'e"         ,  „       e' e"         .  „\ 

e'e  H h  e  e      cosL  =  o. 
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de  sorte  que,  dans  la  quantité  dont  il  s'agit,  les  termes  constants  se 
détruisent. 


97.  La  somme  de  tous  les  termes  que  nous  venons  de  trouver,  étant 
multipliée  par  m",  sera  la  partie  constante  de  la  fonction  Q,',  due  à 
l'action  de  la  planète  m",  et  Ton  aura  une  expression  semblable  pour 
la  partie  due  à  l'action  de  la  planète  m'",  en  rapportant  à  celle-ci  les 
quantités  relatives  à  la  planète  m". 

Nous  avons  désigné  par  (i2)  cette  partie  non  périodique  de  la  fonc- 
tion O;  si  donc  on  fait,  pour  abréger, 

,,    ,     „,,        d(a',a")    ,      d-(a',a") 
1  aa'  ^aa- 

et  par  conséquent,  puisque  a'  et  a"  entrent  de  la  même  manière  dans 
la  fonction  (a',  a"). 


,,   If     M^        d(a',a")    ,,       d-{a',a")    ,,, 
((«",  a'))  =  ;  ,,     a" H ;  ,  „.,     a"^ 


et,  de  plus. 


T,    I     ff\T       /    /     US        à(a',a')i    .       d{a',a'),    „       à-{a',a')i    ,    ,, 
■■  2  da  ida"  l^da'Oct!' 


(      -t- [(«',  «")]e  e"  cosL  —  ■|-a'(2"[a',  rt"]i  sin--|-I,  ) 

Cette  valeur  est  exacte  aux  quantités  du  troisième  ordre  près,  en 
regardant  les  excentricités  e'  et  e"  des  orbites  de  m'  et  de  m",  ainsi  que 
leur  inclinaison  mutuelle  I,  comme  de  très  petites  quantités  du  pre- 
mier ordre,  quelles  que  soient  d'ailleurs  les  inclinaisons  de  ces  orbites 
sur  le  plan  fixe  de  projection. 

98.  On  peut  simplifier  beaucoup  les  expressions  des  fonctions 
((«',  a"))  et  [(a',  a")],  par  les  propriétés  connues  des  coefficients  des 
séries  en  coscp,  cosaç,  ....  En  effet,  si  l'on  différentie  logarithmi- 
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quement  par  rapport  à  cp,  et  ensuite  par  rapport  à  a' ,  l'équation  iden- 
tique 

_i 
(a'^ —  ia' a!'  cosffl  -1-  a"^)    '=  (a',  a!')  +  {a! ,  a")i  cosç  H-  (a' ,  a"),  cosacp  +.  .  ., 

et  qu'après  avoir  multiplié  en  croix,  on  compare  les  termes  multipliés 
par  les  mêmes  cosinus,  on  aura  d'abord 

3 «'«"(«',  a"),  =  —  2a' a" (a',  a")  -\-  2  {a'^  -+-  a"-)  («',«"),; 
ensuite  les  différentielles  relatives  à  a'  et  a"  donneront 

d{a',a")    a'{a',a"\ — a!'(a',a")i 

daJ  {a"-  —  a'-) 

d  ( a' ,  «" ) ,  «' a"  ( a' ,  a" )  —  a"^  (  a' ,  a"  ), 


da'  a' (a"- — a'^) 

d-{a',  a")        lta'^(a',  a")  -h  a" (a"- —  3a''')  (a',  a")i 
oa-  '         a  {a  ' —  a  -)- 

à'-' (a',  a")  — 2  (a'- +  a"-) -t- a  a' «"(«',  n"), 


da' da"  a' {a"'-' — a'^)^ 

Substituant  ces  valeurs,  on  aura 

4 a'^ a"- (a',  a")  —  a' a" ( a'^  -+-  a"- )  (  a',  «" ) i 


((a',a")): 


i(a"2_a'2)2 


_,    ,      „,_        — a'a" {a'--^  a"-)  (a',  a")  +  (a'^-h  a"^ — a' a")  (a',  a")i 

Ua',  a'  )]  = -—p, j^rii 

••^  '-'  2(a' — a 'y 

Mais  on  peut  avoir  des  expressions  plus  simples  de  ces  fonctions,  en 
employant  les  coefficients  de  la  série 

(«'- —  2 a' a"  coscp  -t-  a"'^)    -=:  [a',  a"]  +  [a',a"]i  coscp  +.'..; 

car,  en  différentiant  logarithmiquement  et  multipliant  ensuite  en  croix, 
on  trouve  d'abord,  comme  ci-dessus, 

a' a" [a',  a"].,=:  2{a'-+  a"-)  [a',  a"]i—  6 a' a" [a',  a"]; 

substituant  cette  valeur  de  [a',  a"],,  et  comparant  la  série  multipliée 

par  a'^  —  2  a' a"  coscp  +  a"-  avec  la  série  («',  a")  +  {a',  a"),  coscp  -h . . . , 
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avec  laquelle  elle  doit  devenir  identique,  il  est  facile  de  déduire  ces 
relations 

(a',  a")   ■=.  («'-+  a"-)  [a',  a"]  —  a' a!'\a! ,  «"Ji, 
(a',  a")i=  ko! a"\_a! ,  rt"]  —  (a'- H-  a"^)  [«',  «"],, 

et,  par  la  substitution  de  ces  valeurs,  on  aura  celles-ci 

((a',  a"))  =  \  a' a!'\_a' ,  a"],^  ((«",  «'))> 

[(«',  a")]  =  I  a' a!\a' ,  a"\  —  i(«''H-  «"^)  [«'»  «"]i  =^ —  i  «'«"[«',  «"]■>, 

qu'on  substituera  dans  l'expression  de  (il')  de  l'article  précédent. 

A  l'égard  de  la  valeur  des  coefficients  (a',  a"),  («',  a"),,  . . . ,  [a',  «"]. 
[a',  a"],,  . . .,  en  fonction  de  d ,  a" ,  on  peut  les  trouver  par  le  dévelop- 
pement des  radicaux  en  puissances  de  coso  et  par  le  développement 
de  ces  puissances  en  cosinus  d'angles  multiples  de  ç,  comme  Eulcr  l'a 
fait  le  premier  dans  ses  Recherches  sur  Jupiter  et  Saturne;  mais  j'ai 
trouvé,  depuis  longtemps,  qu'on  pouvait  les  avoir  d'une  manière  plus 
simple  en  décomposant  le  trinôme  a'- —  aa'a" coscp  -^- a"-  en  ses  deux 
facteurs  imaginaires 

(  a' —  n"  e?  v^^  )  (  a' —  «"  e^?  ^'-ï  ) 

et  en  développant  par  la  formule  du  binôme  les  puissances  —  5,  —  |  de 
chacun  de  ces  facteurs. 
Soit,  pour  abréger, 

, «  (  «  -I-  I  )  „ ;î  (  rt  -i-  I  )  (  «  4-  2  ) 


2.3 

on  aura,  en  général, 

et  si  l'on  multiplie  ensemble  les  deux  séries  qui  répondent  à  y/—  i  et  à 
—  V—  I .  et  qu'on  repasse  des  exponentielles  imaginaires  aux  cosinus 
des  angles  multiples,  on  aura  ^ 

(«'^ —  la'  a"  coscp  +  a"2)-"=  JU  -+-  iJl  ces  a  +  3cos2(p  -H. . ., 
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en  faisant 

Ces  séries  sont  toujours  convergentes,  lorsque  a''^a"\  mais  si  l'on 
avait  a"^a',  il  n'y  aurait  qu'à  changer  a'  en  a"  et  a"  en  a',  puisque, 
clans  la  fonction  non  développée,  les  quantités  a'  et  a"  entrent  égale- 
ment. 

Une  conséquence  qui  résulte  de  la  forme  de  ces  séries  est  que,  tant 
que  n  est  un  nombre  positif,  tous  les  coefficients  X,  ofc.  S,  . . .  ont  tou- 
jours des  valeurs  positives. 

Si  l'on  fait  n={,  ces  coefficients  deviendront  [a,  a"),  (a',  a"),, 
(a',  a").,,  ...  ;  et,  si  l'on  fait  n  =  l,  ils  deviendront  \a' ,  a"],  [«',  «"],, 
[«',  a"\,,  .... 

99.  Il  nous  reste  encore  à  déterminer  l'angle  L.  Comme  nous  négli- 
geons les  quantités  du  troisième  ordre  et  que,  dans  l'expression  de  (O'), 
cosL  est  déjà  multiplié  par  e'e",  on  pourra,  dans  la  détermination  de 
l'angle  L,  faire  abstraction  des  quantités  très  petites  du  premier  ordre, 
et  par  conséquent  y  supposer  I"=  o.  Or  (art.  96) 

L=iHh-K, 

et,  faisant  I"=  o  dans  les  formules  de  l'article  94,  on  a 

A=:cos(H  +  K),         Ai  =  — B=:sin(H  +  K),         k,_  —  o; 
on  a  aussi,  par  les  formules  de  cet  article, 

A  =  ce'  a"  +  a'i  ol\  -\-  a.^  a^  ^  COS L. 

Différentions  cette  valeur  de  cosL,  faisons  varier  les  quantités  a',  a", 
a',,  ...,  substituons  à  la  place  de  leurs  différentielles  les  expressions 
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données  clans  l'article  71,  en  accentuant  les  quantités  respectives,  et 
remettons  les  quantités  A,,  Aa,  ...  à  la  place  de  leurs  valeurs  en  a', 
a",  p',  ...;  on  trouvera  facilement 

—  s\nL  dL —.  Al  dyj  +  A,  du'  -h  B  dyj  -+-  C  dit". 

Mais 

A]=:sinL,         A2  =  o,         B=:— sinL,         C  =  o; 

donc,  en  divisant  par  sinL,  on  aura 

dL=--dj;'—dx'  ^ 

et,  intégrant, 

OÙ  il  n'est  pas  nécessaire  d'ajouter  des  constantes,  puisque  l'origine 
des  angles  x^',  y"  est  arbitraire.  L'angle  ■/^{')  est  en  général  celui  que 
l'orbite  décrit  en  tournant  dans  son  plan,  et  que  nous  avons  substitué 
à  la  place  de  la  longitude  k  du  périhélie  (art.  68). 

100.  La  fonction  {ù')  est  maintenant  réduite  à  la  forme  la  plus 
simple  et  la  plus  propre  pour  le  calcul  des  variations  séculaires;  il 
n'y  aura  qu'à  la  substituer  dans  les  formules  de  l'article  76,  en  mar- 
quant d'un  trait  les  lettres  de  ces  formules,  pour  les  rapporter  à  la 
planète  m',  dont  on  cherche  les  variations;  et,  en  changeant  simple- 
ment entre  elles  les  lettres  marquées  d'un  trait  et  de  deux,  on  aura  des 
formules  semblables  pour  les  variations  de  la  planète  m",  et  ainsi  des 
autres. 

On  voit  que  cette  fonction  est  composée  de  deux  fonctions  distinctes 
entre  elles,  dont  l'une  ne  renferme  que  les  excentricités  et  les  lieux 
des  aphélies  dans  les  orbites,  et  dont  l'autre  ne  renferme  que  les  incli- 
naisons des  orbites  sur  un  plan  fixe  avec  les  lieux  de  leurs  nœuds. 
Si  l'on  désigne  la  première  par  (O'),  et  la  seconde  par  (O'jo,  en  sorte 

('  )  Voir  la  Note  relative  à  cet  angle  y,  page  94.  On  peut  remarquer,  en  outre,  que  l'é- 
quation dL  =  da" —  ffa  est  subordonnée  à  l'hypothèse  que  l'on  puisse  négliger  l'inclinaison 
des  deux  orbites  l'une  sur  l'autre.  Si  l'on  n'avait  pas  supposé  1','=  o,  les  formules  seraient 
tout  autres,  et  l'angle  7  ne  s'y  introduirait  pas.  (/•  Bertrand.) 


136  MECANIQUE  ANALYTIQUE. 

que  l'on  ait 


on  aura 


8 (a',  a")  +  a' a"  [a',  a"]i  (e'^+  e"^) 

—  2  a' a"  [a',  a"],  e'e"  COs(x'—  x") 

S  (a',  a'")  -+-  a'  a'"  [a',  a"']i  (e'--i-  e'"-) 

—  2  a'  a'"  [  a',  a'"  ]  ^  e'  e'"  cos  (  x'  —  x'"  ) 


(£2')2  =  — |m"«'a"[a',  a"],  (i  —  cosl") 
—  Ira'" a' a'"  [«',«'"],  (i  —  cosl"') 


cos I"  =  cos  «'  cos  i"  -4-  cos  (  /i'  —  A"  )  sin  «'  sin  i", 
cos  I"'  =;  cos  j'  cos  i'"  H-  cos  (  /ï'  —  /«'"  )  sin  i'  sin  «'"', 

les  angles  I" ,  l",  . . .  étant  les  inclinaisons  de  l'orbite  de  la  planète  m' 

sur  celles  des  planètes  m",  m'", 

On  substituera  ainsi  (£2'),  +  (O')^,  au  lieu  de  (12'),  dans  les  équa- 
tions des  variations  séculaires  (art.  76),  et  l'on  accentuera  les  lettres, 
pour  les  l'apporter  à  la  planète  m'  dont  on  cherche  les  variations;  on 
aura,  en  négligeant  les  e'-  et  mettant  simplement  a'  au  lieu  de  b  dans 
les  coefficients  des' fonctions  (£2),  et  (i2),,  qui  sont  déjà  du  second 

ordre , 

de'  I        d{£i')i 


dl  e'i/g'a'      ^X' 

di'  I  d{Q.')^ 


dl  i/p-'«'sin/'      àh' 


g' a  smi' 


On  aura  de  pareilles  équations  pour  les  variations  des  éléments  de 
la  planète  m"  dans  son  orbite  autour  de  m;  et  il  n'y  aura  pour  cela  qu'à 
marquer  de  deux  traits  les  lettres  qui  ne  sont  marquées  que  d'un 
trait,  et  au  contraire  ne  marquer  que  d'un  trait  les  lettres  qui  le  sont 
de  deux. 

Ainsi,  en  observant  que  les  fonctions  de  a'  et  a"  représentées  par 
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des  parenthèses  ne  changent  pas  en  échangeant  entre  elles  les  quan- 
tités a! ,  a",  on  aura 

(        8(a',  a")  +  «'a"  [rt',  a"],  (e'--i- e"-)  ) 

^[       8(a",  «'")+ rt"a"'[a",  a"']i(e"-  +  e"'')  ) 

*  j  — ^  2  [(a",  a"')']^e" e'"  003(7" —  y'")  ] 

-H , 

(i2"),  =  —  Im'a'a"  [«',  a"]i(i  —  COsT  ) 
—  \m"'a"a"'[a",  a"']i(r  —  coslj') 


OU 

cosI,',  =  cosi"         et         cosl,'":=i  cosi"cos/"'+  sin(/i"—  h'")  sin/"sin("'; 

et  les  équations  des  variations  seront 

de"  _  I  d(9J'),  ry  _         i         d{Q!')^ 

d-t  ~      e'sj'^'      ày^'     '  dt  ^  e'\/g^7"      ^e" 

^  _  1  t)(Q")-,  f/A"  _  i_ d{Q!'), 

dt  '~      ^^«"sin/"     (>l'"     '  ^'   ~  v/g%?sinj"      ^«"     ' 

et  ainsi  de  suite  pour  les  variations  des  éléments  des  orbites  de  m'", 
m",  . . .  autour  de  m. 

101.  Mais  nous  remarquerons  qu'on  peut  réduire  à  une  seule  fonc- 
tion les  différentes  fonctions  (i2'),,  (Q"),,  ....ainsi  que  les  fonctions 
{ù').,,  {ù")o,  ..  : ,  ce  qui  mettra  plus  de  simplicité  et  d'uniformité  dans 
les  formules  des  variations  :  en  effet,  si  l'on  fait 


8  i 

m'  m'"  a' a'"  , 


]{a',  a")  -h  [a',  a"],  (e'-  +e"-)  —  2[rt',  a"],e'e"  003(7'  —  '/")' 
!(rt',  a'") -h  [a',  rt'"],  (e'-  +  e"'^)  —  2  [a',  a"'],e' e'"  003(7'  —  7'")! 


S 8  («",  a"  )  +  [«',  a!" ] ,  (e"^  +  e'"- )  —  2  [a",  «'" ],  e'  é"  003(7"  —  X 


en  faisant  toutes  les  combinaisons  deux  à  deux  des  masses  m',  m", 
Xll.  18 
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m'",  ...  et  des  fonctions  qui  y  sont  relatives,  il  est  facile  de  voir  qnc, 
dans  les  différences  partielles  de  (O'),,  (il")M  ••  •'  on  pourra  changer 
ces  fonctions  en  #,  pourvu  qu'on  divise  par  m' les  différences  partielles 
relatives  à  é  et  y',  par  m"  les  différences  partielles  relatives  à  e",  y",  et 
ainsi  de  suite. 

De  sorte  que  les  équations  des  variations  des  excentricités  et  des 
aphélies  deviendront 


de' 
dt  ~ 

I            à^ 

m'  e'  y/g'  a'  <^X' 

de"  _ 
cil  ~ 

m"e"v/gV'  à/!! 

df 

I 

d<^ 

dt 

dy" 

m' 

e' 

v'g^ 

a' 

de'' 

dt 

m'' 

'  é 

Vg' 

'al' 

de"' 

Ces  équations  donnent 

-:— ;  dl    -1-   ^r— ;  ffe    =   O,  -r— 7  d'I      "H   "T^  «6     =0,  ...   ! 

0-/^    '"       de  d'I  de' 

donc,  comme  (5  est  fonction  des  variables  e  ,  y',  e",  y",  ...  sans  l,  on 
aura 

et  par  conséquent  $  égale  à  une  constante.  C'est  une  relation  générale 
entre  les  excentricités  et  les  lieux  des  aphélies  des  planètes,  qui  doit 
toujours  subsister,  quelques  variations  que  les  excentricités  et  les 
lieux  des  aphélies  subissent  à  la  longue,  pourvu  qu'elles  soient  très 
petites. 

102.   Mais  la  nature  de   la  fonction  $  donne  encore  naissance  à 
d'autres  relations  générales  entre  ces  mêmes  éléments. 
En  effet,  il  est  facile  de  voir  qu'on  a  l'équation 

(9<I»       d>b       d>^ 

d'^       à-/';       d'/' 


et  si  l'on  substitue  à  la  place  de  ces  différences  partielles  leurs  valeurs 

;'  de'         Il    r-ji — ;;  e"  de 


/    /~; — 7  e'  de'         Il    i—Ti — -  e"  de"  ,  ,  ,        ,  .  in 

m  yg  a  —,— )  m  \/g  a  -,  ■■■  données  par  les  équations  de  1  ar- 
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ticle  précédent,  on  aura,  en  intégrant  relativement  à  t,  l'équation  finie 

m' v^ë'  <^''  ^''  +  ™"  V'o"  ^■"  s"'  +  ™''''  V''o"'  "'"  ^"'"  H-  ■  ■  ■  =  K', 

K-  étant  une  constante  égale  à  la  valeur  du  premier  membre  de  cette 
équation  dans  un  instant  quelconque. 

Cette  équation  fait  voir  que  les  excentricités  e',  e",  e" ,  ...  ont  néces- 
sairement des  limites  qu'elles  ne  peuvent  passer;  car,  comme  elles  sont 
nécessairement  réelles,  tant  que  les  orbites  sont  des  sections  coniques, 
cbaque  terme,  comme  m'  \J^a'e'-,  sera  toujours  positif,  et  son  maximum 
sera  la  constante  K-. 

Il  suit  de  là  que,  si  les  excentricités  des  orbites  qui  appartiennent  à 
des  masses  très  grandes  sont  une  fois  très  petites,  elles  le  seront  tou- 
jours, ce  qui  est  le  cas  de  Jupiter  et  Saturne;  mais  celles  qui  appar- 
tiennent à  des  masses  fort  petites  pourront  croître  jusqu'à  l'unité  et 
au  delà,  et  l'on  ne  pourra  déterminer  leurs  véritables  limites  que 
par  l'intégration  des  équations  différentielles,  comme  on  le  verra  ci- 
après  ('). 

De  plus,  comme  la  quantité  (p,  regardée  comme  fonction  de  e',  e", 
e" ,  ...,  est  une  fonction  homogène  de  deux  dimensions,  on  aura,  par 
la  propi'iété  connue  de  ces  fonctions, 

d<i>   ,      d<i>    „      dit    ,„ 

TT  e  +  -v-7,  e  -4-  -r-^  e"  4-  .  .  .  =  2  «P. 

de  de  de 

Substituant  dans  cette  équation  les  valeurs  des  différences  partielles 
de  (I>  relatives  à  e',  e",  e'",  ...  tirées  des  mêmes  équations  de  l'article 
précédent,  on  aura 

F  étant  la  valeur  de  «ï>dans  un  instant  quelconque. 

(1)  Voir  à  ce  sujet  un  Mémoire  de  Laplaee,  Mémoires  de  V  Jcade'mie  des  Sciences  de 
Paris  pour  1784,  le  n°  57  du  second  Livre  de  la  Mécanique  ce'testc,  et  le  Chapitre  II  du 
livre  XV  (cinquième  Volume)  où  Laplaee  reproche  à  Lagrange  d'avoir  énoncé  sous  une 
forme  dubitative  un  théorème  démontré  par  lui  depuis  longtemps.         (/.  Bertrand.) 
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Dans  cette  équation,  les  quantités  -jr>  -j--,  ■■  •  expriment  les  vitesses 

angulaires  des  mouvements  des  aphélies,  et  par  conséquent  elle  donne 
une  relation  invariable  entre  ces  vitesses,  par  laquelle  on  voit  qu'elles 
ont  aussi  nécessairement  des  limites,  tant  qu'elles  sont  toutes  de  même 
signe. 

103.  Si  l'on  emploie  les  transformations  de  l'article  78,  en  faisant 

7»'=:  e' sin-/',         /l'^e'cos^',         /«"=:  e"  sin-/",         «"=ie"cos/",  ..., 

on  aura 

..  m'm"fl'a"i,-  ,  ,,_  ,  ,,  ,„  „,  „,,  r  ,  „-,,,„  ,  „,i 
1'^=+  ô [a  ,  a  Ji  (m  -  +  « -+ '»  - -f- n^) — 2  [a,  a  \,\ni  m    -^  n  n  y. 

m'm"'a'a"' ,_   ,     „,_   ,     ,,        ,.         „,,        ,,,,,         _  ,     „,^        ,     ,„        ,    „,, , 
H-  ô [a  ,  a  \\  {i)t''  +  n'-  -\-m  -  -h  n  -)  —  2  [a  ,  a   ],(m  m   +n  n  )\ 

m"m"'a"a"'  :^  „     ,,,-.  ,    ,,.,        „„         ,,,,        ,,,„^        ^  ,,     „,^  ,     ,,     ,,,        „    „,-. 
-\ 3 [a  ,  a   Ji  (/M  "4-  n  '■-\-  m  - -\- n  -)  —  2  [a  ,  a   \,_{ni  m   -\- n  n  )\ 

+ 

et  les  équations  des  variations  seront 


dm' 

I 

d^ 

,  dn' 

i 

di* 

"■    dl 

~v/? 

a' 

dn'  ' 

dt    ' 

v/^ 

'  a' 

dm'  ' 

„  dm" 

I 

à<b 

,  dn" 

I 

d^ 

'"     dt 

"\/? 

'a!' 

dn"' 

dt  ' 

\/g^ 

'a" 

dm"  ' 

Si,  dansées  équations,  on  substitue  la  valeur  de  <I>,  et  qu'on  exécute 
les  différentiations  partielles,  on  a  des  équations  linéaires  en  /?i',  n', 
m",  n" ,  ...,  faciles  à  intégrer,  et  ces  équations  seront  entièrement 
identiques  avec  celles  que  j'avais  trouvées  par  une  autre  voie,  dans  les 
Mémoires  de  Berlin  de  1781,  page  262  ('),  comme  il  est  facile  de  s'en 
assurer  en  comparant  entre  elles  les  dénominations  différentes  des 
mêmes  quantités. 

(  ')  OEuvres  de  Lagrange,  t.V,p.i2j.  G.l). 
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Dans  les  Mémoires  de  l'année  1782  ('),  j'ai  appliqué  ces  équations 
aux  six  planètes  principales,  en  adoptant  pour  leurs  masses  les  valeurs 
les  plus  probables,  et  j'en  ai  tiré,  par  l'intégration,  des  formules  géné- 
rales pour  les  variations  de  leurs  excentricités  et  des  lieux  de  leurs 
aphélies,  lesquelles  donnent  les  valeurs  de  ces  éléments,  tant  pour  la 
Terre  que  pour  les  autres  planètes,  au  bout  d'un  temps  quelconque 
indéfini,  soit  avant  ou  après  l'époque  de  1700;  et  comme,  par  ces  for- 
mules, les  excentricités  demeurent  toujours  très  petites,  ainsi  qu'on 
l'a  supposé  dans  le  calcul,  on  est  assuré  de  leur  exactitude  dans  tous 
les  temps  passés  et  à  venir.  On  trouve  ensuite,  dans  le  Volume  des 
mêmes  Mémoires  pour  1786-87,  imprimé  en  1792,  un  supplément  (-) 
à  cette  théorie,  relatif  à  la  nouvelle  planète  d'Herschel,  où  l'on  déter- 
mine de  la  même  manière,  et  par  des  formules  aussi  générales,  les 
variations  séculaires  de  l'excentricité  et  du  lieu  de  l'aphélie  de  cette 
planète,  produites  par  les  actions  de  Jupiter  et  de  Saturne;  on  a  seule- 
ment négligé  l'effet  de  l'action  d'Herschel  sur  ces  deux  planètes,  ainsi 
que  sur  les  autres  planètes  inférieures,  à  cause  de  la  petitesse  de  sa 
masse  et  de  sa  grande  distance. 

104.  On  peut  réduire  de  la  même  manière  à  une  forme  plus  simple 
les  équations  de  la  variation  des  nœuds  et  des  inclinaisons.  Soit 

*f'  =  —  \  m' ni"  a' a"  [«',  a"  ] ,  (  1  —  cos  ij  ) 

—  {m'm"'a'a"'[«',  a"],  (i  —  cosI|") 

—  \ ai" m" a" a" [a" ,  a"']i  (i  —  cosi'") 


en  faisant  aussi  toutes  les  combinaisons  deux  à  deux  des  niasses  m',  m", 
m'",  ...,  qui  sont  supposées  agir  les  unes  sur  les  autres,  avec  les  fonc- 
tions correspondantes  de  a' ,  a",  a'",  ...  et  des  inclinaisons  I' ,  I,'",  1'",  . . . 

(')  Œuvres-  de  Lagrange,  t.  V,  p.  211.  G.D. 

(^)  Ce  supplément  n'est  pas  de  Lagrange.  Foir  à  ce  sujet  Ja  Note  du  tome  V  des  OEuvres 
de  Lagrange,  p.  489.  G.  D. 
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qui  sont  déterminées  en  général  par  la  formule 

cosi;;,=  cosj<'"'  cosj<"'+  cos(/(.""'—  /;<"')  sinj<""  sinj"", 

on  aura,  en  substituant — r^p^;  — ?  ^^t'  •  •  •  ala  place  de     ,.,    >  -\n-> 
m'  ai     m'  dh'  ^  di         ah 


dl' 

I 

ÔW 

dh' 

I 

(J^^ 

dt  ~ 

m 

Vg' 

'a' 

siii  i' 

dh'" 

dt 

m' 

V? 

a' 

sin  i' 

di" 

di" 

I 

dW 

dh" 

I 

dW 

dt  ~ 

m' 

V? 

'a" 

sin  i" 

dh"  ' 

dt 

m' 

Vg' 

'a'' 

'  sin«" 

di"  ' 

Ces  équations  donnent  aussi 

drt  dl  dh  dl 

et,  par  conséquent,  puisque  ''F  est  une  fonction  de  h',  i,  li" ,  i",  ... 

sans  aucune  autre  variable, 

dW  =  o, 

et  W  égal  à  une  constante. 

De  plus,  il  est  visible,  par  la  forme  de    la  fonction  ^F,  que  l'on  a 

cette  équation 

dj      d^      dW^  _ 

dh'  '^  dh"  "^  dlf  "^ °' 

Substituant,  pour  les  différentielles  de  W  relatives  à  h',  h",  h"',  ..., 
leurs  valeurs  données  par  les  équations  précédentes,  on  aura  une 
équation  différentielle  en  i' ,  i",  i'",  ...,  dont  l'intégrale  sera 

m'\/g'a'  cos«'+  m"v/g"fl"  cosj"  +  m'"  y/g'"»'"  cosi'" +  . .  .  =  coiisl., 
et  qu'on  pourra  mettre  aussi  sous  la  forme 

m'  \/g'«'  sin-  — \-  m"  y/g"»"  sin^  - — !-...=  H-, 

H-  étant  la  valeur  du  premier  membre  dans  un  instant  quelconque. 
On  peut  tirer  de  cette  équation,  relativement  aux  limites  des  quantités 


SECONDE   PARTIE.  —  SECTION   VIL  143 

sin-)  sin-j  ■••,  des  conséquences  analogues  à  celles  que  nous  avons 
déduites  d'une  équation  semblable  en  é ,  e",  . . . ,  dans  l'article  101 . 

105.  Dans  le  cas  où  l'on  ne  considère  que  Faction  de  deux  planètes 
m' et  m",  l'expression  de  W  se  réduit  au  seul  ternie  multiplié  parm'm", 
et  l'inclinaison  mutuelle  1,'  des  deux  orbites  devient  alors  constante; 
c'est  à  très  peu  près  le  cas  de  .Jupiter  et  Saturne. 

Dans  ce  cas,  nous  remarquerons  encore  que,  si  l'on  suppose  que 
le  pian  de  la  planète  perturbatrice  m"  coïncide  dans  un  instant  avec  le 
plan  fixe,  on  aura  i"  =  o  et,  par  conséquent,  cosi"  =:  cosi',  ce  qui  don- 
nera 

'1'  = — ■  — - —  a  a  [a  ,  a  ]i(i  —  cosi  ), 

4 

et  de  là 

dh' nV a' a"la',  a"], 


ch  /,  ./p 


c'est  l'expression  de  la  vitesse  du  mouvement  rétrograde  du  nœud  de 
l'orbite  de  m'  sur  le  plan  de  l'orbite  de  m",  tandis  que  leur  inclinaison 
mutuelle  demeure  constante;  d'où  l'on  voit  que  l'action  de  la  planète  m" 
sur  la  planète  m',  pour  faire  varier  la  position  de  son  orbite,  se  réduit 
à  donner  au  nœud  de  son  orbite,  sur  celle  de  la  planète  perturbatrice  m", 
un  mouvement  rétrograde  instantané  exprimé  par 

_  m"a'a"la\a"'\^  ^^ 

sans  affecter  l'inclinaison  mutuelle  des  deux  orbites. 

De  la  même  manière,  l'action  de  la  planète  m'  sur  la  planète  m", 
pour  changer  la  position  de  son  orbite,  fait  rétrograder  le  nœud  de  cette 
planète  sur  le  plan  de  l'orbite  de  m',  d'un  mouvement  instantané 

m' a' a"\ a' ,  a"},    , 
Y — - — -  dt, 

et  ainsi  des  autres  planètes. 

En  combinant  ainsi  deux  à  deux  toutes  les  planètes,  on  pourra  trou- 
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ver  les  variations  de  leurs  nœuds  et  de  leurs  inclinaisons  réciproques, 
puisque,  parla  nature  du  Calcul  différentiel,  la  somme  des  valeurs  par- 
ticulières d'une  différentielle  en  forme  la  valeur  complète.  C'est  ainsi 
qu'on  avait  trouvé  les  changements  annuels  des  nœuds  et  des  inclinai- 
sons des  planètes,  produits  par  leurs  attractions  mutuelles,  avant 
qu'on  eût  une  théorie  directe  et  générale  des  variations  séculaires. 

106.  Pour  donner  un  exemple  de  cette  méthode,  considérons  trois 
planètes  m',  m",  m'",  dont  les  orbites  s'entrecoupent,  I",  I"' étant  les 
inclinaisons  de  la  seconde  et  de  la  troisième  sur  la  première,  et  IJétant 
l'inclinaison  de  la  seconde  sur  la  troisième;  il  est  facile  de  voir  qu'elles 
formeront  sur  la  sphère  un  triangle  sphérique  dont  les  trois  angles, 
en  supposant  les  inclinaisons  de  m"  et  de  m'"  du  même  côté,  seront 
1",  i8o°—  I"'  et  V" ,  que  nous  désignerons,  pour  plus  de  simplicité,  par 
a,  [3,  y. 

La  planète  m'  fera  rétrograder  sur  son  orbite  le  nœud  de  la  pla- 
nète m",  de  la  quantité  élémentaire 

m' a'  a"  [a',  a"~\, 

4  v^g"  «" 

et  la  même  planète  fera  rétrograder  en  même  temps  sur  son  orbite  le 
nœud  de  l'orbite  de  la  planète  m'",  de  la  quantité  élémentaire 

m' a' a'"  [a' ,  a'"], 

4v/g"'«"'  '      . 

tandis  que  les  inclinaisons  1"  et  I"'  demeureront  constantes. 

Ainsi,  dans  le  triangle  formé  par  l'intersection  des  trois  orbites,  la 
portion  de  l'orbite  de  m'  interceptée  entre  les  orbites  de  m"  et  de  m'", 
c'est-à-dire  le  côté  adjacent  aux  angles  a  et  j3,  croîtra  de  la  quantité 
Adl;  faisant,  pour  abréger, 

m'  /  a'a"[a',  a"]i        a' a"'[a',  a'"] 


4   \        (/g"  a"  \/g"'a 

les  angles  a  et  [3  demeurent  constants. 
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Or,  dans  un  triangle  sphérique  dont  les  angles  sont  a,  p,  y,  et  dont 
le  côté  adjacent  à  a  et  [3,  et  par  conséquent  opposé  à  y,  est  c,  on  a 

cosy  =::  sin  œ  sinp  cosc  —  cosa  cos(3. 

Donc,  faisant  varier  c  de  A.dt,  on  aura 

d cosy  =  —  sina sin|3  sine  A dt. 

Mais  la  même  équation  donne 

cosy  -+-  cosa  cosS 

cosc  = '—. : — 3 -; 

siriasinp 

d'où  l'on  tire 

i/siri-asin'^û  —  (cosy  -4-  cosacosS)- 

Smc=:  i '- — ^-^ J-fi '— - 

sina  smp 


\li  —  cos^a  —  cos^(3  —  cos-y  —  2  cosa  ces (3  cosy 
sinasin[3 


Faisons,  pour  abréger. 


a  =  y/i  —  cos-a  —  cos^[3  —  cos-y  —  2  cosa  cosp  cosy  =:  siiis:  siii[3  sine; 

on  aura 

(j?cosy=^  —  kudl. 

On  trouvera  de  la  même  manière,  en  considérant  la  rétrogradation 
des  orbites  de  m'  et  de  m'"  sur  celle  de  m",  laquelle  augmente  le  côté 
adjacent  aux  angles  a,  y,  et  par  conséquent  opposé  à  l'angle  ^,  de  la 
quantité  élémentaire  ^^dl,  en  faisant 

m"  f  a' a"\^a' ,  rt"]i        a" a"'[a",  «'"], 


v'g-  «' 
tandis  que  les  angles  a  et  y  demeurent  constants, 

d  cos  p  :=  —  ^u  di, 

parce  que  la  quantité  u  est  une  fonction  symétrique  dos  trois  cosinus. 
Enfin  la  rétrogradation  des  orbites  de  m'  et  m"  sur  celle  de  m'"  don- 
nera aussi 

d  cos  a  =  —  C  H  dl. 

XII.  IQ 
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en  faisant 

/ a' a'" [ a' ,  a'" ] i        a" a'"  [a",  a"'] 


t( 


l/g"i 


Dans  ces  éqnations,  les  trois  coefficients  A,  B,  C  sont  constants; 
ainsi  il  n'y  a  de  variable  que  la  quantité  u,  qui  est  fonction  des  trois 
cosinus  de  a,  [3,  y,  c'est-à-dire  des  inclinaisons  respectives  des  orbites 
{',  I'",  I"';  ainsi  on  pourra  déterminer  leurs  valeurs  en  fonction  de  t. 

Si  l'on  ajoute  ensemble  ces  trois  équations,  après  avoir  multiplié  la 
première  par  m"  m '"a"  a'"  [a",  a'"],,  la  seconde  par  —  m'm'"  a' a"'[a',  a"  |, 
la  troisième  par  vl\' m" a' a'\a' ,  a"~\,  on  a 

m" m'" a" a'" [a" ,  a"']i(icosy  —  m' m'" a' «'"[«',  a"'],rfcosP  +  m' m"  a' a" [a',  a"  |,  d  cosc/. 
-  m" m'" a" «'"[«",  a"']i  A  M  dl  -v-  m' m'" a' a'" [a',  a'"],  Bm  c?<  —  m'm"a'a"[a',  a"]i  Ctidt. 

Or,  en  substituant  les  valeurs  de  A,  B,  C,  on  voit  que  le  second  membre 
se  réduit  à  zéro,  par  la  destruction  mutuelle  de  tous  les  termes,  et,  le 
premier  membre  étant  intégrable,  on  a,  en  remettant  pour  a,  p,  y  leurs 
valeurs  I",  i8o°—  f",  I'", 

m" m'" a" a'" [a" ,  a'"],  cosI"'+  m'ui'" a' a"'[a',  a'"],  cosi"' 

+  m'm"  a' a"  [a',  a"]^  cosI'  =  consl., 

équation  qui  s'accorde,  dans  le  cas  de  trois  orbites,  avec  l'intégrale 
IF  =  const.  trouvée  plus  haut  (art.  104). 
Si  l'on  fait,  pour  plus  de  simplicité, 

cosa=:.r,         cos(3:=v,         cosy  =  -3, 

on  a  les  trois  équations 

dx  ^  —  Cu  dt,         dy  z=  —  B  ii  dl,  c?5  r=  —  Audt; 


M  =  y/]  —  X-  —  y-  —  z-  —  2  xyz . 

La  première,  combinée  avec  la  seconde  et  avec  la  troisième,  donne,  par 
l'élimination  de  u, 

dy  =  p  dx,  dz  =  ~  dx  ; 


SECONDE  PARTIE.  -  SECTION  VU.  147 

et  de  ià 

Bx  -j-  a  Ax  +  b 

^  "       C      '         """^        c 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  u,  la  variable  x  mon- 
tera au  troisième  degré  sous  le  radical,  et  l'équation  dx^=~VAidi 
donnera 

Ht  —  -  — ^ 

équation  où  les  variables  sont  séparées,  mais  dont  le  second  membre 
ne  sera  intégrable  que  par  la  rectification  des  sections  coniques. 

Mais,  comme  les  inclinaisons  mutuelles  des  orbites  doivent  être  sup- 
posées très  petites,  si  l'on  fait 

x  =  \~l,  /  =  —  I-f-rj,  ;=:l  —  Ç, 

ce  qui  donne 

£t^il"%        n=ir"-,        ^  =  ^1'"-, 

les  quantités  H,  y),  l,  devront  être  très  petites,  et  l'on  pourra  négliger, 
dans  l'expression  de  u,  leurs  troisièmes  dimensions  vis-à-vis  des  se- 
condes. On  aura  ainsi 

«'^  =  2  (  C'I  -+-  ^Ç  -+-  Y]^  )  —  c-  —rr  —  ;- 

et 

dE  —  Cudt,         dn=—liii  lit,         d^  —  Audt. 

Si  l'on  diiférentie  cette  valeur  de  u"  et  qu'après  la  substitution  des 
valeurs  de  c/^,  dr^,  dÇ,  on  divise  l'équation  par  udt,  qu'ensuite  on  la 
redifférentie  et  qu'on  y  fasse  encore  les  mêmes  substitutions,  on  aura. 
dl  étant  constant, 

^  =  [2(AC  -  AB  -  BC)  -  A-^-  B^-  C^]  ^/, 

équation  intégrable  par  des  exponentielles  ou  des  sinus,  suivant  que 
le  coefficient  de  u  sera  positif  ou  négatif;  mais,  comme 

Il  =:  sina  sinp  sine, 

il  est  évident  que  la  valeur  de  u  en  i  ne  peut  pas  contenir  d'exponen- 
tielles; désignant  donc  par  —  u.'-  le  coefficient  de  a  dans  l'équation 
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précédente,  on  aura 

U  :=  KC0S(f/./  -H  k), 

K  et  ^  étant  deux  constantes  arbitraires  qu'il  faudra  déterminer  par 
l'état  initial;  et,  comme  sina  et  sin[3  sont,  par  hypothèse,  des  quantités 
très  petites,  K  aura  aussi  une  valeur  très  petite. 

De  là  on  aura,  par  l'intégration,  les  valeurs  de  ?,  y],  t,  qui  ne  con- 
tiendront t  que  dans  sinfiji^  -1-^),  et  qui,  étant  une  fois  très  petites, 
le  seront  toujours  nécessairement,  de  sorte  que  la  solution  sera  tou- 
jours bonne. 

On  connaîtra  donc  ainsi  les  inclinaisons  réciproques  des  orbites 
pour  un  temps  quelconque,  mais  on  ne  connaîtra  pas  encore  par  là 
leurs  positions  absolues  dans  l'espace,  lesquelles  dépendent  des  angles 
h',  h", ...,  i',  i", ...;  c'est  pourquoi  il  est  plus  simple  de  chercher  direc- 
tement ces  angles  par  l'intégration  des  formules  de  l'article  104. 

107.  Mais,  au  lieu  d'employer  ces  équations  sous  la  forme  où  elles 
se  présentent,  il  sera  plus  avantageux  de  les  transformer  par  les  sub- 
stitutions de  l'article  78,  en  faisant 

/?'=  sin  «' sin /t',        /9"=  sin«"  sin/i",         ..., 
iy'=  sini'cosA',         ^";=  sin<"cos  A",         ...; 


on  aura  ainsi,  en  accentuant  les  lettres/»,  q,  pour  les  rapporter  succes- 
sivement aux  plan! 
de  (O)  (art.  104), 


sivement  aux  planètes  m',  m",  ...  et  mettant  la  fonction  —  à  la  place 


dp' 

dt 

m'\/g'a'        dq' 

dq'    _ 

dt  ~~ 

àq"  _ 

dt  -' 

dp» 

dt 

m"\/g"a"        '^7 

m"  v'g"  a"       ^P" 

La  fonction  '•i''  sera,  comme  dans  l'article  cité, 

W  := —  l^m'm"  a' a"  [a',  «"  ],  (i  —  coslj  ) 
—  |-m'm"'a'a"'[a',  n'"],  (i  —  cosi)") 
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mais  les  valeurs  cosT',  cosi",  cosT,  ...  deviendront,  par  les  mêmes 
substitutions, 

cosI'  =  */'  —  P''  ~  '7''  v/'  —  p"'^  —  '/"^  +  p'p"  +  l' 9"i 


COS I"'  :=  \Jl  — p''^  —  q'-   \J  l  — p"' —  q'"'-  -f-  p' p'"  +  q'  q'" , 


COSI'"  =  v^i  —  p"- —  q"-  V^i  —  p'"' —  q""'  +  p"p"'-T-  q" q'", 

Faisant  ces  substitutions  et  exécutant  les  différentiations  relatives  h 
p',  q\p",  q",  ..., 


dt 


m"a'a"[a',  a"],  /    ,    , r- j-         „    / — r 

rrT=7 —  W  v^-' P  '■  —  1  -  - 7  yi—p'  —  q 

m'" a'a"'[a' ,  a'"],  /    , 


4v/g'«' 


q'  \/i  —  p'"-—  q'"-  —  7"'v'i  -  /y^  —  q'\ 


dq'  m"a'a"[a',  a"],  /    ,    , jr —         ,,    , -■ 

«îf  4  \/g'  a' 

m"'a'a"'[a',a"']i  /    ,    , r- —  , -< 

H ^  ■"  (  p'  v/i  -y/"^  -  '/"^  -  p"'sli~p'-'-q"- , 

4Vg  « 


ij-  = ,    A-^  W  S^—P-  —q-  —q'\/i—p"'—q"- 


4v/g"«" 

m"'a'«"'[a',  a'"], 


4Vg  « 


,q"\/i  —  p'"-  —  q"""  —  f/'" V  I  —  /""'  —  7" 


dq"  xW  a' a"  \a' ,  a"  \  I    ,.   , jz r;;  ,    ; j^ ^ 

-^^  =H ^                  [p"sjl-p'^  -  q'-  -p'  y/l  -p"'-q" 

eu  4  ^g»  „" 

m"'«"«"'[«",«"']| 


4vg"«" 


[p"\/i—p"'-—q"''  -p"'\/i  —  p'""—  q"- 


108.  Ces  équations  ont  lieu,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  va- 
riables p',  q' ,  p" ,  q",  ■•■,  parce  que  nos  formules  ne  supposent  point 
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que  les  inclinaisons  i',  i",  ...  des  orbites  sur  le  plan  fixe  soient  très 
petites,  comme  on  l'a  vu  jusqu'ici  dans  toutes  les  formules  que  l'on  a 
données  pour  le  mouvement  des  nœuds  et  les  variations  des  inclinai- 
sons, mais  elles  supposent  seulement  la  petitesse  des  inclinaisons 
mutuelles  des  orbites. 

Quant  à  leur  intégration,  elle  parait  très  difficile  en  général,  et  il  n'y 
a  peut-être  que  le  cas  de  deux  orbites  où  elle  réussisse. 

Faisons  dans  ce  cas,  pour  abréger, 

m" a' a"\ a' ,  a"'\i       ,,           m'a'rt"ra',  a"li        at 
Lz^r — ^=M,  j^-^ — ^  =  N, 

\Ji—  p'^—  q"-  =  ^',  y/' — P'"' — '7"^=.>'; 

on  aura  les  équations 

'k-^-^(^q<y-q'x),  -^   :=m{p' y  -  p" x) , 

Elles  donnent  d'abord 

cit  dt  dt  dl 

d'où  l'on  tire 

N/»'+ M/j"=  i;,         N^'+My"=c, 

h  et  c  étant  des  constantes. 

Maintenant,  si  l'on  différentie  l'équation  x-  =  \  ~  p-  —  q-,  et  qu'on 
y  substitue  les  valeurs  de  dp',  dq\  on  a,  après  la  division  par  ^r  dt, 

dx  ,, ,    ,    „        ,    ,, , 

_=_M(^v/-çy'); 
on  trouve  de  même 

et,  de  là, 

dx  dy 


N -r- +  M -f  =  o,         Nx  +  Mj: 


dt  dt 


f  étant  une  constante. 
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Les  intégrales  que  nous  venons  de  trouver  donnent 

M/>"=6  — N/?',  Mq"—C  —  Nq',  Mj  =  /— Nx; 

ces  valeurs  étant  substituées  dans  les  trois  équations 

^iç'f—Ç"-^)  =0.  -^  —M{p'r  —  p"a:)  =  o, 


dx 
'di 

on  obtient  les  équations  suivantes 


-^  +M(/>'(?"-7>") 


dx 
~dt 


H-  c/)' —  bq'^^  o, 


qui,  étant  linéaires  et  à  coefficients  constants,  sont  toujours  inté- 
grables. 

On  aura  de  pareilles  équations  en  changeant/)',  q' ,  x  en/)",  q" ,  y; 
mais,  lorsqu'on  connaîtra  les  trois  premières  de  ces  quantités,  on  aura 
les  trois  dernières  par  les  trois  intégrales  précédentes. 

Les  expressions  de/)',  q' ,  x  Qn  l  contiendront  trois  constantes  arbi- 
traires, et,  comme  les  constantes  b,  c,/sont  aussi  arbitraires,  on  aura 
en  tout  six  constantes  arbitraires,  mais  qui  se  réduiront  à  quatre,  pour 
satisfaire  aux  équations  supposées 

p'"^-^  q''^-\-  x^=^i,         p"^ -h  ^"- H- j2  ^  r  ; 

on  aura  ainsi  les  valeurs  complètes  des  quatre  variables  /)',  q',p",  q", 
qui  donnent  la  position  des  deux  orbites  dans  l'espace. 

Mais  notre  analyse  est  fondée  sur  la  supposition  que  l'inclinaison 
mutuelle  des  deux  orbites  soit  très  petite;  le  cosinus  de  cette  incli- 
naison est  exprimé  par  la  formule  (art.  107) 

xy^p'p"-^q'q", 

dont  la  différentielle  devient  égale  à  zéro,  d'après  les  équations  diffé- 
rentielles ci-dessus;  cette  quantité  sera  donc  égale  à  une  constante, 
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comme  nous  l'avons  déjà  trouvé  (art.  105),  et  il  faudra  que  cette  con- 
stante soit  supposée  fort  peu  différente  de  i,  pour  l'exactitude  de  la 
solution  précédente. 

Il  serait  difficile,  peut-être  même  impossible,  de  résoudre  de  la 
même  manière  le  cas  de  trois  ou  d'un  plus  grand  nombre  d'orbites  ; 
mais  nous  observerons  que,  comme  la  position  du  plan  de  projection 
est  arbitraire,  on  peut  toujours  le  prendre  de  manière  que  les  incli- 
naisons des  orbites  sur  ce  plan  soient  très  petites,  puisque  leurs  in- 
clinaisons mutuelles  doivent  être  très  petites;  et  si,  les  inclinaisons 
étant  très  petites  dans  un  instant  quelconque,  elles  demeurent  tou- 
jours très  petites,  la  solution  fondée  sur  cette  hypothèse  sera  légi- 
time. 

109.  En  supposant  les  inclinaisons  i',  i",  ...  des  orbites  sur  le  plan 
fixe  très  petites,  les  variables  y,  ^',/j",  ^",  ...  seront  aussi  très  petites, 
et  l'on  pourra,  dans  les  équations  de  l'article  107,  entre  ces  variables, 
mettre  simplement  i  à  la  place  des  radicaux 


V'i  — //-— -/'-,      s/i—p"'  —  q"-,      ..., 

ce  qui  les  réduira  à  la  forme  linéaire,  dont  l'intégration  est  facile. 

On  aura  ainsi  des  équations  tout  à  fait  semblables  ii  celles  que 
j'avais  trouvées,  par  une  autre  méthode,  dans  les  Mémoires  de  l'Aca- 
démie de  Berlin  pour  1782,  et  dont  j'ai  fait  aussi  l'application  aux  six 
planètes  principales,  en  donnant  les  expressions  finies  des  variables 
pour  un  temps  indéfini;  et  les  Mémoires  de  1787,  de  la  même  Aca- 
démie, renferment,  de  plus,  ce  qui  est  relatif  à  l'orbite  d'Herschel.  Il 
faut  seulement  remarquer  que,  dans  les  formules  de  ces  Mémoires,  les 
tangentes  des  inclinaisons  tiennent  lieu  des  sinus  qui  se  trouvent  dans 
les  valeurs  des  variables 

yo'=:  sini' sin/i',        /?"=  sin/"  sin/i",         ..., 
^'=:  sin/'cos/i',         </":=sini"cos/i",         ...; 

mais,  à  cause  de  la  petitesse  des  inclinaisons,  cette  différence  n'est 
d'aucune  considération. 


SECONDE   PARTIE.  -  SECTION   YII.  133 

Lorsque  Ton  connaît  les  valeurs  de  ces  variables,  on  peut  déter- 
miner tout  de  suite  les  inclinaisons  mutuelles  des  orbites  par  les  for- 
mules de  l'article  107;  mais  ces  formules  se  simplifient  dans  le  cas  où 
les  quantités/»',  q',p",  q'\  •■■  sont  très  petites.  Dans  ce  cas,  on  aura, 
en  négligeant  les  troisièmes  dimensions  de  ces  quantités, 

cosr,'  =  I  —  î(p'^4-  </'--+-/>"-+  q""-)  +  pp'-^  qq'; 
et  de  là,  à  cause  de  i  —  cosi"  =  2  sin-^^l". 


?:\n\\\—\sl{p'—p")--\-{q'—q")-; 

on  aura  de  même 


sin^i;"=  i  \lKP'-p"'f-^K<i  —  q"'f, 
et  ainsi  des  autres. 

I  lu.  Il  reste  encore,  pour  compléter  la  tbéorie  des  variations  sécu- 
laires, à  considérer  la  variation  du  mouvement  moyen  que  nous  avons 
désigné  par  dX  dans  l'article  77,  et  qui,  en  négligeant  le  carré  de  l'ex- 
centricité e,  qui  est  supposée  fort  petite  vis-à-vis  de  l'unité,  et  accen- 
tuant les  lettres  pour  les  rapporter  respectivement  aux  planètes  m', 

m",  . . .,  devient 

Q  d(9J)  ^,^  ,       e'      d{,^) 
v/g'a' 


V   8      àa  J^'a'     àe' 


pour  la  planète  m';  on  aura  de  même,  pour  la  planète  m",  la  varia- 
tion dX",  en  ajoutant  un  trait  aux  lettres  qui  n'en  ont  qu'un,  et  ainsi 
de  suite. 

On  substituera  donc  dans  cette  formule,  au  lieu  de  la  fonction  (i2'), 
la  somme  (O'), -1- (O')o,  suivant  l'article  100,  et  comme  la  fonction 
(O'),  ne  contient  point  les  excentricités  e',  e",  ...,  on  aura  simplement 


-=-VI[^^ 


et,  pour  avoir  une  formule   uniforme  pour  toutes  les  planètes  m', 

m",  . . . ,  il  n'y  aura  qu'à  mettre,  suivant  les  remarques  des  articles  101 

XI  l.  20 
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et  104,  — ,  -r-,'  — ?  -r--  a  la  place  de      ,  ,    >  — Vr^'  et  —  ^3-,  a  la  place 
'   m    da      m    de  ^  àa'  Oe'  m    da'  ' 

de  — ^^">  ce  qui  donnera 

da'  ' 


(r/À'  =  —  2 


^111'  ôa'       111'  (?6«'y        '   i/g' d'  va'  de' 


les  fonctions  €>  et  ^  étant  données  dans  les  mêmes  articles  et  étant  les 
mêmes  pour  toutes  les  planètes. 

Mais  si,  à  la  place  de  ces  fonctions  exprimées  en  e',  p',  i ,  h',  e" ,  ... , 
on  veut  employer  les  expressions  des  articles  103,  107,  en  m' ,  n' ,p' , 
q' ,  m",  ...,  il  faudra,  suivant  les  formules  de  l'article  73,  changer 

,  d'I>  ,  d'b  ,à'i>rv 

e  ^-  en  m  -r — ;  +  n  ^— ;•  Un  aura  ainsi 
de  dm  du 


dl'- 


i_  6* 
111'  da' 


_j_  dW 
m'  da' 


I      fin'    d'^         II'   (?(I)\    , 

dt  -+-  -—=     —  1—,  H j  -r-,]dl: 

Jo-i  d'  \iïi    dm         111    du  J 


et,  pour  avoir  c/À",  rfA'",  .  ..,  il  n'y  aura  qu'à  changer  g',  a',  m',  m',  n' 
en  g",  a" ,  m",  m" ,  n" ,  .... 

Dans  ces  formules,  les  différentielles  relatives  à  a'  n'affectent  que  les 
coeftîcients  a'  a"[a'  ,a"),  a'a"[a'  ,a"\^,  a'a"\a' ,  a"\^,  a'  a"'[a'  ,a"'),  ... 
des  fonctions  $  et  W,  à  la  place  desquels  il  suffira  de  substituer 

//    /      ,is          I    „d{a',a")  ,r    ,      „T  ,    ,,d[«',«"], 

a  (a  ,  a  )  -+-  a  a   ^ — ; —  >      a  ya  ,  a  \i-\-  a  a  -    -  -  ■  ■  ■  - 


da' 


da' 


nour  avoir  les  valeurs  de  tt  -^n',  et,  par  les  formules  de  l'article  98,  on 
'  da'    da'  ' 

I  1  1        ^■c<•^  .•    n        d(a',a")     d[a',  a"], 

trouvera  les  valeurs  des  ditlerences  partielles  — ^-, — ,     '      ,     ■;  — 

^  da  da 

11  faudra  ensuite  y  substituer  les  valeurs  de  in,  n  ,  p',  q'  ,m" , ...  en  t, 
trouvées  par  l'intégration  des  équations  différentielles  des  articles  103 
et  109,  et  que  nous  avons  données,  pour  toutes  les  planètes,  dans  les 
Mémoires  cités  de  l'Académie  de  Berlin;  et,  comme  ces  valeurs  sont 
exprimées  par  des  suites  de  sinus  et  de  cosinus,  les  variations  (Tk' , 
(Fk",  ...  seront  intégrables  :  les  termes  constants  donneront,  dans  X', 
\",  ...,  des  termes  proportionnels  à  l,  qui   se  confondront  avec  les 
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mouvements  moyens;  et  les  termes  en  sinus  et  cosinus  donneront  de 
pareils  termes,  qui  exprimeront  les  variations  séculaires  de  ces  mou- 
vements. 

J'avais  trouvé,  par  une  autre  méthode,  dans  les  Mémoires  cités  de 
l'Académie  de  Berlin,  des  formules  pour  déterminer  les  variations 
séculaires  des  moyens  mouvements  des  planètes,  et  elles  m'avaient 
donné,  pour  Jupiter  et  Saturne,  des  résultats  presque  insensibles; 
mais  les  formules  précédentes  sont  peut-être  plus  rigoureuses,  et  il 
sera  bon  d'en  faire  l'application  aux  planètes;  c'est  un  objet  dont  je 
pourrai  m'occuper  ailleurs  :  ici,  je  n'ai  eu  en  vue  que  de  montrer 
l'usage  de  la  nouvelle  théorie  des  variations  des  constantes  arbi- 
traires dans  la  détermination  des  variations  séculaires  des  éléments 
des  orbites  des  planètes. 

§  III.   —  Sur  les  équations  séculaires  des  cléincnls  des  planètes, 
produites  par  la  résistance  d' un  milieu  très  rare. 

111.  Pour  ne  rien  laisser  à  désirer  sur  les  variations  séculaires  des 
planètes,  nous  devons  encore  considérer  l'effet  d'un  milieu  peu  résis- 
tant dans  lequel  il  est  possible  qu'elles  se  meuvent,  et  où  elles  de- 
vraient nécessairement  se  mouvoir,  si  la  lumière  était  due  aux  oscilla- 
tions d'un  fluide. 

Nous  avons  déjà  vu,  dans  l'article  79,  que,  pour  avoir  égard  à  la 
résistance,  il  suftît  d'ajoutei'  à  la  valeur  de  oO  les  termes 


r  \ldr'  +  /■- f/il»'  ( dv  or  -+-  r-  f Al>  0<1>  -h  r-  rl'Jf  oy)  ' 

d?  '"' 

Pétant  la  densité  du  milieu,  qui  peut  être  une  fonction  de  /•  et  qui  doit 
être  supposée  très  pelite,  et  d'y  substituer  pour  /■  et  tl>  leurs  valeurs  en  / 
données  par  le  mouvement  elliptique  de  la  planète,  en  se  souvenant 
<]ue  la  caractéristique  d  se  rapporte  au  temps  /,  et  la  caractéristique  o 
aux  éléments  de  la  planète. 

(]omme  nous  ne  cherchons  ici  que  les  variations  séculaires,  il  fan- 
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dra,  ainsi  que  nous  l'avons  pratiqué  plus  haut,  rejeter  tous  les  termes 
périodiques  et  ne  retenir  que  les  termes  constants. 

112.  En  désignant,  comme  dans  l'article  21,  l'anomalie  moyenne  de 
la  planète  par 

on  a  vu  que  /■  et  $  —  u  peuvent  s'exprimer  par  des  séries  dont  la  pre- 
mière ne  contient  que  des  cosinus  et  la  seconde  des  sinus  d'angles 
multiples  de  u;  donc  dr  ne  contiendra  que  des  sinus  sans  terme  con- 
stant, et  d>i>  des  cosinus  de  ces  mêmes  angles;  par  conséquent,  la  quan- 
tité dr-  -+-  r'rM)-  ne  contiendra  que  des  cosinus,  et  il  en  sera  de  même 
de  la  série  qui  exprimera  la  valeur  de  \/dr'-  -h  7"d(p'-.  Ainsi,  en  faisant 
r^/(r),  la  quantité  T\,/dr'-  -h  r-d'^-  sera  exprimée  par  une  série  de 
cosinus  de  multiples  de  u. 

Maintenant,  pour  avoir  or  et  o<I>,  il  faudra  faire  varier  dans  les  séries 
de  r  et  de  O  les  coefficients  des  cosinus  et  des  sinus  qui  sont  donnés 
en  a  et  e,  et,  de  plus,  l'angle  u,  à  raison  des  constantes  a  et  c  qu'il 
renferme.  Désignons  par  S(r)  et  o(0)  les  parties  de  or  et  de  o*I>  qui 
contiennent  les  variations  des  coefficients;  on  aura 

.,    ,        dr  ^ 
Or=^à(r)-+-  -T-oti 
du 

et,  de  même, 

d<b 

du 
donc 

dror  -h  /■V/J>oiI)  =  or  ô{r)  ■+-  r- d'il  d{<S>)  -h  (dr-- +  r- d<P-)°l~  ■ 

Or  il  est  clair  que  o{r)  ne  contiendra  que  des  cosinus;  et,  comme  dr  ne 
contient  que  des  sinus,  drQ{r)  ne  contiendra  aussi  que  des  sinus  sans 
terme  constant.  De  même,  S($)  ne  contiendra  que  des  sinus,  et,  comme 
o<I>  ne  contient  que  des  cosinus,  </$§($)  ne  contiendra  aussi  que  des 
sinus.  D'ailleurs,  /"  ne  contient  que  des  cosinus;  par  conséquent, 
r-(M>S(<I>)  ne  contiendra  que  des  sinus.  Donc  la  quantité 

drà{r)  -+-  /•- n?<fc  ô(<I»), 
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ne  contenant  que  des  sinus  d'angles  multiples  de  u,  sans  aucun  terme 
constant,  devra  être  négligée. 

1 13.  Ainsi,  pour  les  équations  séculaires,  on  aura  simplement 

dr  dr  -+-  r-  d<b  «5<I>  =  (d/--  +  /■-  d<b-  )  ~  • 

du 

Or  du  =  dt\J \,  donc,  faisant  ces  substitutions,  on  aura,  pour  les 
termes  à  ajouter  à  Si2,  à  cause  de  la  résistance  du  milieu, 

r(rf,-2_^,-VM)^)'^     /^  ,  r(v/f/r2-+-/-V<l>^)/'VAl>  , 

dl^  y    g-  dl-  '• 

où  il  faudra  substituer  pour  r  et  $  leurs  valeurs  en  /  ou  //,  et  ne 
retenir  dans  les  résultats  que  les  termes  indépendants  des  sinus  et 
cosinus  de  u. 

Par  les  propriétés  du  mouvement  elliptique,  on  a  (oui  de  suite 


/•-  <:/<I)  =  D  6?/  =  \J'^  rt  (  I  —  e-  )  dt, 
dr'-+r'-d*b'=(-  —-\gdt'-; 


ainsi  les  termes  dont  il  s'agit  se  réduii'ont  à 

où  ou  =  —  i/—,oc 1  /-^  (l  —  c)  Sa. 

y   a'  2  V  «" 

114.  Tels  sont  les  termes  qu'il  faudra  substituer  à  la  place  de  o<}, 
dans  les  formules  générales  des  variations  des  éléments  des  planî'h's 
(art.  74),  et  l'on  aura 


da  : 


2a-T{ )   \/gdt. 


dc  =  3aT(j_-~)    {t^c)\^'gdt, 


de=: 


y    /■        a  \r        a/    _ 


'^dt. 
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et  les  variations  des  autres  éléments  ■/,  h,  i  seront  nulles;  d'où  l'on 
peut  d'abord  conclure  que  le  grand  axe  ou  la  ligne  des  apsides,  ainsi 
que  le  nœud  et  l'inclinaison,  ne  seront  sujets  à  aucune  variation  sécu- 
laire; par  conséquent,  la  résistance  ne  déplacera  point  l'orbite  de  la 
planète,  mais  en  changera  seulement  à  la  longue  le  grand  axe  et  l'ex- 
centricité, et  produira  en  même  temps  une  équation  séculaire  dans 
l'anomalie  moyenne  et  dépendante  de  la  variation  de  c. 

Si  l'on  combine  ensemble  les  deux  premières  équations,  on  a 


dc^  — 


o{t  —  c)  cla 


,          ,         3(1.  —  c)  (la         , 
dt  —  de !^ =  di  ; 


divisant  par  \a'  et  intégrant,  on  trouve 

t  —  c  _   f  dt 

et,  comme  u  =  [/  —  c)i/-~,  on  aura 


■  dt 


en  supposant  que  1  intégrale    /  -=  commence  au  point  ou  //  =  o;  ainsi 

tout  dépend  de  la  variation  de  la  distance  moyenne  a. 

Si,  dans  la  première  approximation,  on  néglige  l'excentricité  e  sup- 
posée très  petite,  on  ^  r  =  a,  ce  qui  donne 


\ia^ 


et,  comme  la  densité  du  milieu  F  ne  peut  être  qu'une  fonction  de  r,  elle 
sera  une  fonction  de  a,  et  la  première  équation  donnera 


da 

dt  = =■ 

2  r  y/g  a 
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Supposons  r  constant;  on  aura,  en  intégrant, 

rv/g    ' 

A  étant  la  valeur  de  a  lorsque  /  =  o;  donc 

«  =  (\/Â-rfv/g)% 

et  la  valeur  de  u  deviendra 
dt 


139 


Vi 


7U/A. 


r^v^r 


■^r[(v/A-r.v/^r     A 


Vf^-r^^A 


-r; 


Vl. 


où  le  coefficient  F  doit  être  supposé  très  petit. 

115.  Pour  avoir  la  variation  séculaire  de  l'excentricité  e,  il  faudra 


substituer,  dans  les  expressions  irrationnelles  i/-_  —  -  et  ( -.  — 
de  la  valeur  de  de,  l'expression  de  /•  en  u,  et  ne  retenir  dans  le  déve- 
loppement que  les  termes  constants.  Or,  en  ne  conservant  que  les 
secondes  dimensions  de  e,  on  a,  par  l'article  21, 


d'où  l'on  tire 


/•  =:  a    I  —  e  ces  u  -\ 


-  ^  -  (t  +  e  cos«  +  e-  C0S2U), 


I  H-  e  ces  « ^  H y-  COS  2  u 


i-\-  ie  ces  «  4-  7  e  -f-  —  e'  ces  2  «  )  ; 


par  conséquent,  en  rejetant  les  cos?;  et  cos2m  ('),  on  aura 

ch 


de=z  —  r  \/g  (  I  —  e-)i 


\[a 


(')  Qui  sont  des  termes  périodiques. 


(/.  Berlrand.) 
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Si  l'on  substitue  pour  \fn  sa  valeur  \jA  —  Vt\jg,   et   qu'on   néglige 
d'abord  les  e%  on  aura  l'équation 

dont  l'intéffrale  donne 


M  étant  la  valeur  de  c  lorsque  /  =  o. 

Mais,  comme  l'existence  d'un  milieu  résistant  et,  à  plus  forte  raison, 
la  loi  de  la  densité  de  ce  milieu  ne  sont  qu'hypothétiques,  les  résultats 
précédents  ne  doivent  être  regardés  que  comme  une  application  de  nos 
formules  générales  des  variations  séculaires. 

§  IV.  —  Du  mom^ement  autour  du  centre  commun  de  gravité 
de  plusieurs  corps  qui  s'attirent  mutuellement. 

116.  Nous  avons  démontré  dans  l'article  6  de  la  troisième  Section 
que,  dans  tout  système  libre,  les  équations  du  mouvement  des  corps 
(kl  système  sont  les  mêmes,  soit  qu'on  les  rapporte  au  centre  de  gra- 
vité du  système,  ou  à  un  point  quelconque  fixe  hors  du  système.  Ainsi, 
dans  les  formules  de  l'article  86,  on  pourra  établir  dans  le  centre  de 
gravité  de  tous  les  corps  m,  m',  m",  ...  l'origine  de  leurs  coordonnées 
œ,  r,  =,  x',y',  z',  ...,  et,  par  les  propriétés  du  centre  de  gravité,  on 
aura  les  trois  équations 

m^  H-  m'cr'+  ni";r"-t-  m'" x"'-\-. .  .=;  o, 
m_>-  +  m' j'h-  m"  j"-i-  m'"  j"'-i-  .  . .  =  o, 
m z  +  ni'  ;'  +  m"  z"  +  m'"  ^^  -t- . . .  =;  o, 

lesquelles  donnent  tout  de  suite  les  valeurs  des  coordonnées  de  m,  par 

celles  des  autres  corps  m',  m", 

Considérons  en  particulier  le  mouvement  du  corps  m'  autour  du 
centre  commun  de  sfravité.  Comme  ses  coordonnées  x',  r',  z'  sont 
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indépendantes,  on  pourra,  dans  les  formules  de  l'article  cité,  réduire 
les  quantités  T  et  V  aux  termes  multipliés  par  m',  qui  sont  les  seuls 
qui  contiennent  les  variables  x' ,  y',  z' ,  et  diviser  ensuite  ces  quantités 
par  m';  ainsi,  dans  l'équation  générale,  on  pourra  substituer  T' et  V  à 
la  place  de  T  etV,  en  faisant 

T'_  '^'■^'' +  dy'--]-  dz'- 
2  dl- 

et 

V'=  m  j  R'(ip'-t-  m"  fB.",dp''  -+-  m'"  f  R|Vp"'  + . . . , 

et  l'on  aura,  pour  chacune  des  trois  coordonnées  de  l'orbite  de  m'  au- 
tour du  centre  commun  de  gravité,  une  équation  de  la  forme 

,  d'V        ÔT'       oV 
0  dt.         0;  ô; 

^  étant  une  qucdconque  de  ces  coordonnées. 

117.  S'il  n'y  avait  que  deux  corps  m  et  m',  la  valeur  de  V  se  rédui- 
rait au  seul  terme  m  j  RV/s',  et  l'on  aurait  oV'=  mR' op',  R'  étant  sup- 
posé fonction  de  p. 

Pour  avoir  la  valeur  de  SV  relative  ii  ^,  il  faut  ditférentier  la  va- 
riable 

p'  =  \/{-r'-  xy+  (/— j)^-H  (;'_  3)2 , 

en  ne  faisant  varier  que  x',  y',  z' ,  et  ensuite  y  substituer  pour  x,  y,  z 
leurs  valeurs 


On  aura  ainsi 

,  ,       111  +  m'  x'è.jc'-\-  Y'ày'+  z' èz' 

àp  — '■ — 7 

'm  p 

Or,  par  les  mêmes  substitutions,  on  a 

,      m  M-  ni' 


-  \Jx'-^  +  y' 
m 

XII. 
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Donc,  faisant 

ravon  vecteur  de  l'orbite  de  m',  on  aura 


,      m  +  m 


et,  par  conséquent, 


.  ,      X  èx+  Y  oy  +  z  àz'        ^  , 
àoz=. : — j =  or  : 

donc  aussi  (/p'=  d?\  de  sorte  que  la  valeur  de  V  deviendra  m  j  ^dr, 

R'  étant  maintenant  une  fonction  de  r'  semblable  à  la  fonction 

m 

supposée  de  p'. 

Dans  le  cas  de  la  nature,  on  a  R'=  -r,;  donc  la  force  R',  dirigée  vers 

P  ,_ 

le  centre  commun  de  arravité,  sera  représentée  par r-  -t^j  ce  qui 

B  1  1       (ni  H-  m')-  /•'-  ' 

est  connu. 

118.  Considérons  maintenant  le  cas  où  le  système  est  composé  de 
plus  de  deux  corps,  et  supposons,  pour  simplifier  la  question,  que  la 
masse  m  soit  beaucoup  plus  grande  que  chacune  des  autres  masses  m', 

m" ce  qui  est  le  cas  des  planètes  à  l'égard  du  Soleil;  les  quantités 

X,  y,  z  deviendront  très  petites  vis-à-vis  des  quantités  x  ,  y' ,  z' ,  x",  . . . 
dans  le  rapport  des  masses  m',  m",  ...  à  la  masse  m,  en  vertu  des  équa- 
tions données  dans  l'article  précédent;  et  l'on  pourra,  dans  le  déve- 
loppement, s'en  tenir  aux  premières  puissances  de  x,  y,  z,  du  moins 
tant  qu'on  ne  voudra  pas  avoir  égard  aux  carrés  des  masses. 

Comme  R'  est  supposé  fonction  de  p',  /  R'c/p'  sera  aussi  une  fonction 
de  p'  que  nous  dénoterons  par  F(p'),  et  la  quantité  R  sera  exprimée  par 
F'(p'),  suivant  la  notation  des  fonctions  dérivées.  Or  on  a 


■.^{j:'—xy-+(y'-jf+(z'—zy 


et 
donc 


■^  '  dx'  •'      dy  dz' 


m 

m' 

k'-H  ni" 

'.y 

"+  m"' 

'.y' 

'-h. .  ■ 

m 

m' 

z'  +  m'' 

'z' 

'-h  m" 

'  z"' 

'-h. .  ■ 
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et  différentiaiit  par  o,  les  quantités  a-,  y,  z  demeurant  constantes, 

OÙ  il  faudra  mettre  pour  x,  y,  z  leurs  valeurs 

in'^'-H  m"jc"-+-  m'" a;'" -h. .  . 


y 


119.  Supposons  que  la  force  d'attraction  R'  soit  comme  la  puis- 
sance p'i^'  de  la  distance  p',  on  aura 

F(p')=ri^ ' 

■^  '       fi-l-  1 

et  la  fonction  F(p')  sera  une  fonction  homogène  de  x' ,  y',  z'  du  degré 
[j.  4-  I  ;  de  sorte  qu'on  aura,  par  la  propriété  de  ces  fonctions, 

,àF(r')         ,()F{r')         ,dF{r')       .  ,„,   ,^ 

^■'      -,    ,      +  y      ,,  -   +z' — ^=   fx-hi   F(/-'    ; 
dr  or  oz' 

donc,  différentiant  par  o  et  observant  que 

dF{r')  .    ,      dF(r')  ,  ,       àF{r')  .  ,       _,,   ,^ 
dx'  dj'       -^  dz' 

on  aura 

,  ,àFir')  ,  ^dF{r')  ,.dF{r')  ,,,,    ,^ 

Donc,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

^      '  do;  -        o»  az' 
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on  aura,  après  les  substitutions, 

ÔF(o')= — 0  !(/■')  H 0  II"    -; ô  R'"    +. .., 

^'   '  m  in  m 

et  telle  sera  la  valeur  de  o  /  W dp'  clans  la  différence  SV  (art.  116);  de 
sorte  qu'on  aura,  pour  le  premier  terme  m  /  R'r/p'  de  V, 

m  I  Tx'  do'  =  (  m  +  p. m' )  F  (/■')  +  m"  ( R"  )  +  m'"  ( R'" )  + . . . , 

où 

F(/-')= 

Dans  le  système  du  monde,  l'attraction  des  planètes  est  en  raison 
inverse  des  carrés  des  distances;  on  a  ainsi 

et  l'on  trouve 

(R")="'""^'^;f-^"  "    '~  " " 


(R 


,  x' x'"  +  f  y'" -\- 


,.'2  _^   ,.» 

^-p;^ 

2/' 

'3 

/■'-  +  /■'" 

--pr^ 

en  fiiisant 

Donc,  si  l'on  fait  ces  substitutions  dans  la  valeur  de  V  (art.  116),  et 

qu'on  V  suppose  aussi  K  —  -^'  K  =  ^^'  •  •  •  >  on  aura,  dans  le  cas  de 

"  p,-  p,  ^ 

la  nature,  pour  le  mouvement  du  corps  m'  autour  du  centre  commun 
de  gravité, 


V  r= m"    —, 

'  \pi 


!■'--  + r" 


Le  premier  terme  de  V,  s'il  était  seul,  donnerait,  comme  on  l'a  vu 
dans  le  Chapitre  I,  une  orbite  elliptique  dans  laquelle  g  =  ni  —  im'; 
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et  comme  les  autres  termes  sont  fort  petits  par  rapport  à  celui-ci,  étant 
multipliés  par  les  masses  m",  m'",  . . .,  supposées  très  petites  vis-à-vis 
de  m,  on  peut  les  regarder  comme  dus  à  des  forces  perturbatrices 
dont  l'effet  est  de  faire  varier  les  éléments  de  l'orbite  elliptique.  Ainsi 
en  faisant,  comme  dans  l'article  90, 

„,  „/i         r"'-h  /■"-—  p",-\  ,„  /  1  /''^ -4- /•'"-— p',"-\ 


on  pourra  déterminer,  par  les  formules  données  dans  l'article  74,  les 
variations  de  ces  éléments. 

120.  Si  Ton  compare  cette  valeur  de  £2'  qu'on  vient  de  trouver  pour 
le  mouvement  du  corps  m'  autour  du  centre  de  gravité  du  système  avec 
celle  de  la  quantité  ù'  pour  le  mouvement  du  même  corps  autour  du 
corps  m,  on  voit  qu'elles  sont  semblables;  les  rayons  vecteurs  des 
orbites  étant  représentés  dans  celle-ci  par  p',  p",  ...,  et  dans  la  pré- 
cédente par  r',  r",  .  ..,  et  les  quantités  p,' ,  p"'  étant  les  mêmes  dans 
l'une  et  dans  l'autre,  puisqu'elles  représentent  les  distances  recti- 
lignes  du  corps  m'  aux  autres  corps  m",  m'",  . . . ,  il  n'y  a  de  différence 
qu'en  ce  qu'en  cbangeant  p',  p",  ...  en  r  ,  r" ,  . . . ,  il  faut  écbanger  entre 
elles  les  quantités  /■',  /■",  ainsi  que  les  quantités  r',  r'",  et  ainsi  des 
autres.  Or,  si  l'on  ne  chercbe  que  les  variations  séculaires  des  élé- 
ments, comme  nous  l'avons  fait  pour  l'orbite  de  m' autour  de  m,  il  est 
facile  de  voir  qu'on  aura  la  même  valeur  de  (O')  pour  les  deux  orbites 
et,  par  conséquent,  les  mêmes  formules  pour  ces  variations,  ce  qui  est 
assez  remarquable. 

Au  reste,  dans  la  valeur  de  Q,'  trouvée  ci-dessus,  on  pourrait  effacer 

,.'2  ,./2 

les  termes  —  m"  -^p^  —  m'"  — j-  — . . . ,  parce  qu'étant  de  la  même  forme 

que  le  premier  terme ^^ —  de  la  quantité  V,  ils  peuvent  se 

joindre  à  ce  terme,  lequel  deviendrait  ainsi 

I  /               ,      m"       ni'"  \ 
;    m  —  2  m . .    ; 
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de  sorte  que  le  corps  m'  décrirait  autour  du  centre  de  gravité  une 
orbite  comme  s'il  y  avait  dans  ce  centre  une  masse  égale  à 


et  les  forces  perturbatrices  de  cette  orbite  seraient  par  conséquent, 
toutes  choses  d'ailleurs  égales,  moindres  que  celles  de  l'orbite  du 
même  corps  m'  autour  du  corps  le  plus  gros  m. 
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SECTION  HUITIÈME. 


DU  MOUVEMENT  DES  CORPS   NON   LIBRES  ET    QUI  AGISSENT  LES   UNS  SUR  LES  AUTRES 
d'une  MANIÈRE  QUELCONQUE. 


1.  Dans  la  Section  précédente,  nous  avons  supposé  que  les  corps 
étaient  libres  et  qu'ils  pouvaient,  par  conséquent,  recevoir  tous  les 
mouvements  que  les  forces  accélératrices  tendaient  à  leur  imprimer. 
Dans  cette  hypothèse,  les  coordonnées  de  chacun  des  corps  peuvent 
être  prises  pour  des  variables  indépendantes,  et  chacune  d'elles  donne 
une  équation  de  la  forme  (Sect.  YH,  art.  1) 

,  ÔT         oT       oV 

odt;        oE,         ot, 

Lorsque  les  corps  ne  sont  pas  libres,  soit  qu'ils  soient  assujettis  à  se 
mouvoir  sur  des  surfaces  ou  des  lignes  données,  soit  qu'ils  soient  liés 
par  des  fils  ou  des  verges,  ou  que  leur  mouvement  soit  modifié  d'une 
autre  manière  quelconque,  ces  conditions,  exprimées  analytiquement, 
peuvent  toujours  se  réduire  à  des  équations  de  condition  entre  les  dif- 
férentes coordonnées  des  mêmes  corps,  par  lesquelles  quelques-unes 
de  ces  coordonnées  dépendront  des  autres  et  pourront  être  exprimées 
par  des  fonctions  de  celles-ci.  Il  y  aura  donc  alors  un  moindre  nombre 
de  variables  indépendantes;  mais  chacune  de  ces  variables  donnera 
encore  la  même  équation  que  si  elle  appartenait  à  un  corps  libre.  Ainsi 
les  mêmes  formules  que  nous  avons  données  dans  les  articles  1  et  2 
de  la  Section  précédente  serviront  aussi  de  base  dans  celle-ci. 

On  aura  aussi,  quelle  que  soit  la  liaison  des  corps,  l'équation  des 

forces  vives 

T  +  V  =  H. 
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2.  Si  le  mouvement  se  faisait  dans  un  milieu  résistant,  nous  avons 
vu,  dans  l'article  3  de  la  même  Section,  que  la  résistance  R  donnerait 
pour  chaque  corps  m  les  ternies 

dx  8x  -+-  dy  ëy  -+-  dz  dz 
^  di  ' 

à  ajouter  à  oV;  ainsi  il  n'y  aura  qu'à  réduire  les  différences  Sj",  oy,  oz- 
en  différences  relatives  aux  nouvelles  variables  indépendantes. 

On  peut  donner  à  cette  réduction  une  forme  générale,  par  l'analyse 
de  l'article  4  de  la  Section  IV;  car,  en  nommant  E,  ^,  cp  les  nouvelles 
variables,  on  a  vu  que  la  quantité  dx8x -h  dyày -h  d:-o:-  se  trans- 
forme en 

Fdcèç-i-G(dt_0'h  ^d'hd'^)  ^nd<hd'h-h\{d'E§a  +  dwSt)+..., 

où  l'on  voit  que  le  coefficient  de  o^  est 

Fdt  +  Gdd>-]-lda. 

Si  l'on  change  le  S  en  d,  alors  la  transformée  de  dx'-  -+-  dy-  -f-  d:'- 
devient 

Fd'i''+2Gdld'\i  +  nd']^-+2ld^da  -h..., 


et  si  l'on  désigne  cette  transformée  par  <I>,  il  est  clair  que  l'on  a 

2Ôd'i, 


F  c?4  +  (  T  d^  H-  I  fl'9  =  —^ 


Il  suit  de  là  qu'on  aura,  en  général, 

dx  ëx  -h  dy  dy  -+-  dz  èz  =:     ■   „  ÔH  H ;r-fT  ôJ;  H ^-j- 


oo. 


La  résistance  des  fluides  étant,  en  général,  proportionnelle  au  carré 
de  la  vitesse  -t-{s  étant  l'espace  parcouru  par  le  corps),  si  l'on  désigne 
par  r  la  densité  du  fluide,  on  aura 


«=rS. 
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et  les  termes  à  ajouter  à  cV  seront 

_   ,   d^  da; -h  dy^r -h  ds  Oz 

l  ds ^VV 

dt- 

Donc,  en  retenant  la  signification  de  la  lettre  T  de  l'article  1  de  la  Sec- 
tion précédente,  il  n'y  aura  qu'à  ajouter  à  oV  les  termes 

dT  ,,        ÔT   .,        ÔT   , 

et  changer  ensuite  m,  m',  m",  ...  en  T  ds,  T' ds',  T"  ds",  ...  ;  car  la  ré- 
sistance n'étant  pas  proportionnelle  à  la  masse,  mais  seulement  à  la 
surface,  il  n'y  aura  qu'à  exprimer  par  F,  F  ,  F",  ...  les  résistances  que 
les  corps  m,  m',  m",  . . .  éprouveraient  en  se  mouvant  avec  une  vitesse 
égale  à  l'unité. 

Ainsi  l'équation  de  l'article  l  relative  à  ^  deviendra 

,  ÔT        ÔT       ôV        ÔT 
^ô^-ôf^  ô^-^ô^f="-°  = 

mais  l'équation  des  forces  vives  n'aura  plus  lieu  dans  ce  cas. 

.3.  Au  lieu  de  réduire  d'abord  toutes  les  variables  du  problème  à  un 
petit  nombre  de  variables  indépendantes,  par  le  moyen  des  équations 
de  condition  données  par  la  nature  du  problème,  on  peut  traiter  immé- 
diatement toutes  les  variables  comme  indépendantes,  et  si 

L  =  o,        M  =  o, 

sont  les  équations  de  condition  entre  ces  variables,  il  suffira  d'ajouter 
à   l'équation  relative  à  chacune  de  ces  variables  des  termes  de  la 

forme 

,  ÔL  ÔM 


On  aura  ainsi,  relativement  à  une  variable  quelconque  ?,  l'équation 

,  ÔT        ÔT       ÔV       .  ÔL  ÔM 

dd^         à?         dt,  Oc,  ôç 

XII.  22 
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les  quantités  X,  [j.,  ...  étant  des  quantités  indéterminées  qu'il  faudra 
éliminer  au  moyen  des  équations  de  condition. 

A  l'égard  de  ces  équations,  nous  avons  déjà  remarqué  qu'il  n'est  pas 
nécessaire  qu'elles  soient  sous  une  forme  finie  :  il  suffit  qu'elles  soient 
différentielles  du  premier  ordre;  alors,  en  changeant  la  caractéristique 
d  en  0,  on  aura  également  les  différences  partielles  relatives  à  chaque 
variable  ^. 

Enfin,  si  le  système  était  composé  d'une  infinité  de  particules  jointes 
ensemble  d'une  manière  quelconque,  on  suivrait,  à  l'égard  des  termes 
dus  aux  équations  de  condition,  les  mêmes  règles  que  nous  avons  don- 
nées dans  la  Section  VI  de  la  première  Partie  (art.  10),  puisque  ces 
termes  sont  les  mêmes  dans  la  formule  générale  du  mouvement  que 
dans  celle  de  l'équilibre. 

4.  Le  problème  étant  réduit  à  un  certain  nombre  de  variables  indé- 
pendantes, on  aura,  pour  chacune  de 'ces  variables,  une  équation  diffé- 
rentielle du  second  oi'dre,  dont  l'intégration  introduira  deux  constantes 
arbitraires;  de  sorte  que  la  solution  complète  contiendra  deux  fois  au- 
tant de  constantes  arbitraires  qu'il  y  aura  de  variables  indépendantes, 
lesquelles  devront  être  déterminées  par  l'état  initial  du  système.  Or 
si,  pendant  que  le  système  se  meut,  il  arrive  qu'un  ou  plusieurs  des 
corps  qui  le  composent  reçoivent  dans  un  instant  donné  des  impul- 
sions étrangères  quelconques,  ces  impulsions  n'agissant  que  dans  un 
instant  ne  changeront  pas  la  forme  des  équations,  mais  seulement  la 
valeur  des  constantes  arbitraires;  et,  si  les  impulsions  devenaient 
infiniment  petites  et  continuelles,  les  constantes  arbitraires  cesse- 
raient d'être  constantes  et  deviendraient  variables  elles-mêmes. 

Nous  avons  déjà  donné,  dans  le  Chapitre  II  de  la  Section  précédente, 
la  théorie  de  ces  variations  des  constantes  arbitraires  pour  les  corps 
libres,  et  nous  en  avons  fait  l'application  aux  éléments  des  orbites  des 
planètes;  nous  commencerons  cette  Section  par  la  généraliser  et  la 
rendre  applicable  à  tout  système  de  corps  qui  agissent  les  uns  sur  les 
autres. 
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CHAPITRE  I. 

FORMULES  GÉNÉRALES  POUR  LA  VARIATION  DES  CONSTANTES  ARBITRAIRES,  DANS  LE  MOU- 
VEMENT d'un  SYSTÈME  QUELCONQUE  DE  CORPS,  PRODUITE  PAR  DES  IMPULSIONS  FINIES 
ET    INSTANTANÉES    OU    PAR    DES    IMPULSIONS    INFINIMENT    PETITES    ET    CONTINUELLES. 

5.  En  nommant^,  '^,  o,  ...  les  variables  indépendantes  auxquelles 
on  aura  réduit  toutes  les  coordonnées  œ,  y,  z  des  corps  du  système, 
par  le  moyen  des  équations  de  condition  dépendantes  de  la  liaison 
des  corps,  on  pourra  toujours  exprimer  chaque  constante  par  une  fonc- 
tion donnée  de  \,  'h,  cp,  ...  et  des  différentielles  -7^;  -77»  -f,  —  Or  les 
'I  dt     dt      dt 

variables  finies  ?,  t];.  <p>  •••  ne  dépendent  que  de  la  position  instan- 
tanée des  corps  dans  l'espace  et  ne  peuvent,  par  conséquent,  subir 
aucun  changement  par  les  impulsions  étrangères;  il  n'y  aura  donc  que 

les  différentielles  ^j  -^1  ^  dont  les  valeurs  pourront  être  changées 

par  ces  impulsions. 

Supposons  qu'elles  deviennent  ^  +  ^'  ^  +  'i-  7^  +  ?>  ■  •  •;  les  ac- 
croissements ^,  'i,  9,  ...  seront  dus  aux  impulsions;  ce  seront  les 
vitesses,  suivant  les  coordonnées  \,  '|,  Ç,  •  •  • ,  que  les  impulsions  pro- 
duiraient dans  le  premier  instant,  et  qu'il  s'agit  de  déterminer. 

Soient  P,  Q,  R,  ...  les  forces  d'impulsion  appliquées  à  chaque  corps  m 

du  système,  suivant  les  directions  des  lignes  p,  q,  r et  tendantes 

à  les  diminuer,  et  soient  œ,  y,  z  les  vitesses  initiales  qui  en  résulte- 
raient dans  ce  corps,  suivant  les  directions  de  ses  coordonnées  rec- 
tangles x,y,  z,  et  dans  le  sens  où  ces  coordonnées  augmentent,  si  tout 
le  système  était  en  repos;  on  aura,  par  l'article  11  de  la  Section  II, 
l'équation 

§m  {xèx  H- j  §y  -h  j  èz)  —  §(P  ap  -+-  Q  âq  4-  R  âr  +...)=  o, 

laquelle  doit  se  vérifier  indépendamment  des  variations  SH,  §'j/,  Sm,  ... 
de  chacune  des  variables  indépendantes.  Il  n'y  aura  donc  qu'à  substi- 
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tuer  dans  cette  équation  les  valeurs  de  œ,  y,  -  et  de  p,  (/,  r,  ...  en 
fonction  de  H,  '|,  ç,  .  •• ,  en  remarquant  que  les  vitesses  x,  y,  z  peuvent 

,  .  z       i       1  1  dx    dv    dz 

S  exprimer,  comme  toutes  les  vitesses,  par  ^-,  -^i  -r- 
'  '-      dt    dt    dt 

Par  ces  substitutions,  on  aura  la  transformée 

Q  m  (.2;  OJ;  -t-  /  ôj'  +  3  (5;  )  =  s  â|  +  iF  ôi  +  $  ôo  -h  .  .  . , 

et  si  l'on  fait,  comme  dans  l'article  62  (Section  précédente), 

Ôi2  =  — §(Pâp-l-Qâq  -H  R(5r +...), 
on  aura  les  équations 

lesquelles  seront  en  même  nombre  que  les  variables  ^,  '\i,  oj, 

Or  il  est  facile  de  voir  que  les  quantités  H,  ^,  $,  . . .  seront  des 

fonctions  de  E,  '\/,  cp, ...  et  de  leurs  difFérentielles  -~^  -j-,  —:  ■  ■■ ,  et  que 

ces  différentielles  ne  seront  autre  chose  que  les  vitesses  initiales  que 
nous  avons  désignées  ci-dessus  par  '^,  <\i,  c^,  . . . ,  et  qu'on  pourra,  par 
conséquent,  déterminer  par  les  équations  précédentes. 

Comme  les  quantités  x,y,  z  sont  équivalentes  à  -tt'  -^'  -i^»  la  quan- 
tité X  8x  -h  y  8y  +  z  8z  pourra  aussi  s'exprimer  par 

dx  èx  -+-  dy  ày  -+-  dz  èz 


dt 

et  il  suit  de  ce  que  nous  avons  démontré  ci-dessus  (art.  2)  que  si,  dans 
la  formule 

Ç\       dc^^^r_df_+dz^ 
\J  idt-  ' 

on  substitue  pour  x,  y,  s  leurs  valeurs  en  ?,  'j",  9,   . . . ,  et  qu'on  y 
change  ^7  en  ^,  -^  en  'i,  ■—  en  ç,  on  aura,  pour  les  différences  par- 


SECONDE  PARTIE.  -  SECTION  VIII.  173 

tielles  relatives  à  ^,  'j/,  ©,  . . . , 

E=^^,         W=^-^,         <S>-^^4,         ..., 

dE  d<\i  do 

et  les  équations  pour  déterminer  ^,  ij;,  cp,  ...  seront 

où  l'on  remarquera  que  ces  inconnues  n'y  seront  qu'au  premier  degré, 
puisqu'elles  ne  peuvent  être  qu'au  second  degré  dans  la  quantité  T. 

Ainsi  l'effet  des  impulsions  instantanées  et  finies  P,  Q,  R,  ...  con- 
sistera à  augmenter  les  différentielles  -j,  ~>  -—■,  ■  •  •  des  quantités  ?, 
'^,  <^,  . . . ,  dans  les  expressions  des  constantes  arbitraires  du  problème. 

6.  Pour  appliquer  cette  théorie  au  cas  des  impulsions  très  petites  et 
continuelles,  on  changera  P,  Q,  R,  ...  en  Pdt,  Qdl,  Rdl,  ...,  ce  qui 
changera  ùQ  en  oD,dl,  et  les  quantités  ^,  '\i,  9,  ...  deviendront  très 
petites  du  premier  ordre;  les  constantes  arbitraires  deviendront  con- 
tinuellement variables,  et  les  quantités  ^,  'i,  cp,  ...  seront  les  varia- 
tions de  -^!  -j-->  —■>  ■  ■  ■  dans  les  expressions  de  ces  constantes;  de 
sorte  que,  a  étant  une  des  constantes  devenues  variables,  on  aura,  en 
faisant^  =  ?,  J=:'^-  =  cp 

,         da  L        âa   ;        da   ■ 

at,  d'\t  ^      do   ' 

les  variables  finies  ^,  ^J;,  cp,  ...  ne  recevant  aucun  changement;  et  il 
n'y  aura  plus  qu'à  substituer  pour  ^,  ij;,  cp,  . . .  leurs  valeurs  tirées  des 
équations  données  ci-dessus;  mais,  dans  le  cas  présent,  ces  équations 
peuvent  être  mises  sous  une  forme  plus  simple,  par  la  considération 
suivante. 

En  regardant  les  variables  ^,  vp,  ©,  . . . ,  ainsi  que  les  différentielles  '$', 
'\i',  cp',  ...,  comme  fonctions  des  constantes  arbitraires  a,  b,  c,  . ..  et 
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du  temps  /,  et  désignant  par  S  leurs  variations  résultantes  des  varia- 
tions de  ces  constantes,  il  est  clair  qu'on  a 

05  =  0,  d'\)^0,  ^9=0,  0^':=^,  (îd;'=d;,  ôcp'=ffl,  ..., 

et  comme  les  différences  partielles  —^7  -^,  •■•ne  contiennent  que  les 
premières  dimensions  de  H,  ']/,  3,  ...,  il  est  facile  de  voir  qu'elles 
peuvent  se  réduire  à  8^r^,  S 3-77,  ■■■>  en  regardant  T  comme  fonction 
de  ^',  'Y,  ç', Ainsi,  les  équations  dont  il  s'agit  deviendront 

et  l'on  aura 

,         da  .^,       da   ^, ,       da  ^  , 

da=Z  —r   ai,    -+-   -T-r-,   dû/'  +   ^r— ;   ÔCo'  +  .  .  .  , 

0^  d'il     ^        do      ' 


OÙ  il  faudra  substituer  les  valeurs  de  0^',  §(];',  ocp',  ...,  tirées  de  ces 
équations. 

Si  l'on  change  ensuite  les  différences  partielles  de  O  relatives  à  ^, 
'|,  cp,  . . .  en  différences  partielles  relatives  aux  constantes  a,  b,  c,  . . ., 
on  parviendra  à  des  formules  semblables  à  celles  de  l'article  60  de  la 

Section  précédente,  dans  lesquelles  les  coefficients  de  -r— >  -t^-j  ••■ 

auront  la  propriété  d'être  indépendants  du  temps  t;  mais  la  démons- 
tration directe  de  cette  propriété  singulière  devient  très  difficile, 
comme  on  peut  le  voir  dans  le  beau  Mémoire  de  M.  Poisson  sur  ce 
sujet,  inséré  dans  le  Tome  VIII  du  Journal  de  V Ecole  Polytechnique,  et 
l'on  ne  se  serait  peut-être  jamais  avisé  de  la  chercher  si  l'on  n'avait 
été  assuré  d'avance  de  la  vérité  de  ce  théorème  ('). 

Comme  j'ai  déjà  donné,  dans  la  Section  V,  une  théorie  complète  des 

{ 1  )  Koir  la  Note  VII  à  la  fin  du  V"  Volume.  Les  coefflcients  de  -^  >  --r  j  •  •  •  sont  préci- 
^  da     ou 

sèment  les  expressions  considérées  dans  cette  Note.  On  prouve  facilement  qu'ils  sont  con- 
stants, mais  Lagrange  a  raison  de  faire  observer  qu'on  se  serait  difficilement  avisé  de  les 
chercher  a  priori.  (  /.  Bertrand.  ) 
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variations  des  constantes  arbitraires,  je  ne  m'y  arrêterai  plus  ici  ;  j'ajou- 
terai seulement  deux  remarques  sur  les  formules  de  cette  théorie. 

7.  La  première  remarque  est  relative  à  la  formule  générale  de  l'ar- 
ticle 11  de  la  Section  citée,  laquelle,  en  faisant,  pour  simplifier, 

<?T  _    ,  (ÏT_^„         dT_  _„,„ 


se  réduit  à 


\^dt  =  +  A£  ÔT'  +  Ai  ÔT"  -h  Acp  ÔT" 
-  â|  AT'  —  d'J^  AT"  —  0(9  AT'" 


où  la  caractéristique  o  indique  les  variations  dues  à  toutes  les  con- 
stantes a,  h,  c,  . ..,  devenues  variables,  mais  où  la  caractéristique  A 
peut  se  rapporter  indifféremment  à  chacune  de  ces  constantes.  En  la 
rapportant  d'abord  à  une  quelconque  de  ces  constantes,  comme  «,  et 
développant  les  variations  indiquées  par  o,  on  a  tout  de  suite  la  for- 
mule 

d9. 


■dt=  [«,  b^db  -H  [a,  c^dc  -h  [a,  A]dk 


dans  laquelle 


[«: 

,b]-- 

da 

dT 
db 

da 

dT" 
db 

d<? 
'^  da 

dT" 
db 

+  . . . 

da 

db 

dT» 
da 

■  d^ 
db 

dT" 
da 

'  da 
"db 

-... 

[a, 

c]. 

-1 

dV 
de 

da 

dT" 
de 

'^  da 

dT" 
de 

+  . . . 

da 

de 

dT" 
da 

d^i 
de 

dT" 
da 

d<p 
"d^ 

-■■•, 

et  où  les  valeurs  des  coefficients  [a,  b],  [a,c],  ...  deviennent  indépen- 
dantes de  t  après  la  substitution  des  valeurs  de  E,  i|^,  ip,  ...  en  a,  b, 
c,  ...  et  iT. 

On  a  ainsi  les  formules  auxquelles  je  suis  parvenu  d'abord  dans  le 
Mémoire  sur  la  théorie  de  la  variation  des  constantes  arbitraires  dans  les 
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problêmes  de  Mécanique  (').  M.  Poisson  a  trouvé  ensuite  des  formules 
plus  directes,  qui  reviennent  au  même  que  celles  que  j'ai  données 
dans  l'article  18  de  la  Section  V;  mais,  quoique  celles-ci  paraissent 
plus  simples,  parce  qu'elles  donnent  immédiatement  les  valeurs  des 
variations  da,  db,  ...,  au  lieu  qu'il  faut  les  déduire  des  autres  par 
l'élimination,  cet  avantage  n'est  qu'apparent,  comme  nous  l'avons  déjà 
remarqué  plus  haut  (Sect.  VII,  art.  66);  on  peut  même  dire  que,  dans 
plusieurs  occasions,  l'avantage  sera  entièrement  du  côté  des  formules 
précédentes,  parce  qu'elles  ne  demandent  aucune  réduction  préalable 
et  qu'elles  peuvent  s'appliquer  immédiatement,  toutes  les  fois  qu'on  a 
l'expression  de  chaque  variable  en  temps,  dans  laquelle  les  constantes 
arbitraires  entrent  d'une  manière  quelconque;  c'est  par  cette  raison 
que  j'ai  cru  devoir  les  redonner  ici. 

8.  La  seconde  remarque  porte  sur  l'étude  qu'on  peut  donner  à  ces 
formules,  relativement  à  la  nature  des  forces  perturbatrices.  Nous  avons 
toujours  supposé  que  ces  forces  étaient  telles  qu'étant  multipliées  par 
les  éléments  de  leur  direction  la  somme  devenait  intégrable  et  pou- 
vait être  exprimée  par  une  fonction  des  variables  indépendantes  que 
nous  avons  désignée  par  —  O. 

Mais  nous  avons  déjà  remarqué,  dans  l'article  62  de  la  Section  précé- 
dente, que,  quelles  que  soient  les  forces  perturbatrices  R,  Q,  P,  ..., 

il  suffit  de  faire 

—  ôi2  =  R  ôi-  -h  Q  ôq  H-  P  ôp  + . . . , 

en  rapportant  les  différences  partielles  relatives  à  la  caractéristique  S 
aux  seules  variables  r,  q,  p,  .... 

En  général,  il  n'est  pas  nécessaire,  pour  l'exactitude  des  formules 
des  variations,  que  les  forces  perturbatrices  que  nous  avons  représen- 
tées par  les  différences  partielles  -t^,  -tt:i  -t->  ■■■  soient  en  effet  des 

différences  partielles  d'une  même  quantité.  On  peut  supposer  que  ces 
forces  soient  exprimées  par  des  quantités  quelconques,  que  nous  dési- 

(')  Œuvres  de  La-grange,  t.  VI,  p.  771  et  809.  G.  D. 
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gnerons  par  O',  £2",  Q,'",  ...;  alors,  au  lieu  de  AO,  dans  les  formules 
de  l'article  11  de  la  Section  V,  on  aura 

i2'  Af  +  9."  A'i/  +  n'"  A©  +- . . . , 
et  l'équation  de  l'article  précédent  deviendra 

(  Î2'  A£  -H  Q."  Ai]>  -H  i2"'  Acp  -f- . . .  )  rfi  =  +  A^  ô'ï'  +  A-j;  ÔT"  +  A©  ÔT'"  -h  . . , 

—  â?  AT'  —  â'^  AT"  —  d'j  AT'"  — ...  ; 

d'où,  en  rapportant  la  caractéristique  A  à  la  constante  arbitraire  a,  on 
aura  également 

O'  ^  4_  Ç2"  ^+Q,"'^-i-...]cn  =  [a,b]  db  +  [a,  c]  fl?c  -(-  [a,  k]  dk  -h  .  .  . , 
da  Oa  da  ) 

en  regardant  les  variables  \,  '\,  ç^,  ...  comme  fonctions  de  a,  b,  c, 
k,  .... 

La  même  chose  aura  lieu  pour  les  formules  des  articles  14  et  18  de 
la  même  Section  V,  en  mettant  partout 

Q.'  dl  +  £2"  rfiL  +  £2'"  rfcp  + . . . 

à  la  place  de  dû,  et  rapportant  aux  variables  ?,!]>,&,...  les  différences 
partielles  de  O  relatives  aux  constantes  a,  j3,  y,  . . . ,  X,  [jl,  v,  . . . ,  ou 
a,  b,  c,  k,  .... 

9.  Enfin,  on  peut  faire  abstraction  des  forces  perturbatrices  et  ne 
considérer  la  fonction  —  ù  que  comme  une  quantité  qui,  étant  ajoutée 
à  la  fonction  V  due  aux  forces  principales,  produit  les  variations  des 
constantes  arbitraires  dans  les  mouvements  qui  résultent  de  ces  forces. 
Et  comme,  dans  le  calcul  de  ces  variations,  il  n'entre  que  les  différences 
partielles  de  O  relatives  aux  variables  indépendantes  ^,  ^j;,  ©,...,  il 
n'est  pas  nécessaire  que  la  différentielle  dû  soit  une  différentielle 
exacte;  il  suffit  que  les  différentielles  qu'elle  contient  soient  elles- 
XII.  23 
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mêmes  des  différentielles  exactes  dont  on  puisse  avoir  les  différences 
partielles  par  rapport  aux  variables  ^,  ^,  cp,  — 

Cette  extension  de  nos  formules,  que  nous  avions  déjà  annoncée 
dans  l'Avertissement  du  Tome  P'',  peut  être  utile  dans  plusieurs  pro- 
blèmes où  les  forces  perturbatrices  ne  seraient  pas  seulement  fonctions 
des  variables  indépendantes  ^,  i|^,  cp,  . . . ,  mais  aussi  de  leurs  différen- 
tielles -^j  '—-■,  -^y  •  •  •  et  du  temps  t;  par  exemple  si,  après  avoir  résolu 

un  problème  de  Mécanique  dans  le  vide,  on  voulait  avoir  égard  à  la 
résistance  d'un  milieu,  comme  nous  l'avons  fait,  à  l'égard  des  pla- 
nètes, dans  la  Section  précédente. 

Mais  la  même  extension  ne  peut  pas  avoir  lieu  à  l'égard  des  forces 
principales  qui  entrent  dans  les  équations  différentielles  dont  l'inté- 
gration introduit  les  constantes  arbitraires.  Ces  forces,  multipliées  cha- 
cune par  l'élément  de  sa  direction,  doivent  toujours  former  une  quan- 
tité intégrale  que  nous  avons  désignée  par  V  (Sect.  IV,  art.  9),  et  qui 
doit  être  une  fonction  des  variables  indépendantes  sans  leurs  différen- 
tielles; autrement  la  réduction  de  ces  équations  à  la  forme  de  l'article  2 
de  la  Section  V  n'aurait  pas  lieu,  et  l'analyse  du  §  I  de  cette  même  Sec- 
tion cesserait  d'être  exacte.  Rien  n'empêche  cependant  que  les  expres- 
sions de  ces  forces  ne  contiennent  le  temps  t;  car,  comme  la  quantité  V 
disparaît  dans  les  différentielles  partielles  de  Z  =  T  —  V,  relatives  à 
^',  (];',  cp',  . . . ,  le  résultat  final  de  l'article  7  aura  toujours  lieu,  parce 
qu'il  se  trouve  indépendant  de  V.  Mais  il  cesserait  d'avoir  lieu  si  cette 

quantité  était  fonction  de  ^,  '-];,  cp,  ...  et  de  ?',  '^',  cp' 

Nous  allons  maintenant  résoudre  quelques  problèmes  particuliers. 


CHAPITRE  DEUXIEME. 

DU  MOUVEMENT  d"uN  COUPS  SUR  UNE  SURFACE  OU  LIGNE  DONNÉE. 

10.  Quand  on  ne  considère  qu'un  corps  isolé,  on  peut  faire  abstrac- 
tion de  sa  masse,  ou  la  supposer  égale  à  i;  et  l'on  a,  comme  dans  l'ar- 
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ticle  3  de  la  Section  précédente, 

dx^  +  dy"^  -\-  dz-  . 

T= ^-^ ,         âV  =  R(îr-i- Q  oq  +  P  op -!-... . 

L'équation  de  la  surface  donnera  z  en  fonction  de  x  et  r;  on  aura 
ainsi 

dz  =:  -r—  dx  -, — r—  dy  ; 
ax  dy   ' 

et,  les  variables  x  et  j  étant  regardées  comme  indépendantes,  chacune 
d'elles  donnera  une  équation  de  la  forme 

_ÔT__  âT       ÔV  _ 
ô  dx        hx        §x 

Le  terme  — ^  de  T  donne  sur-le-champ  -^;  le  terme  — ^77'  qui  est 
censé  fonction  de  x,  y  et  de  dx,  dy,  donnera  d'abord  ces  deux-ci 

^(^-'fe)         I     3    dz\ 
dt-  1  ÔJ?  dt'-  ' 

dz       ^  ,         .  ,  05  I    ô     ,  „       ,  c?5  ^dz         dz  dèz      , 

or  T-  est  la  même  chose  que  ^^j  et  -  j-r/s-  est  — 5 —  ou  — ^ — ;  donc 

ax  '        ùx  1  àx  àx  dx 

les  deux  termes  dont  il  s'agit  se  réduiront  à      '>",  :  ainsi  l'équation 
relative  à  x  sera 

d-x        d-z  èz        è\  

dl'^         dl^   èx        dx  ' 

et  l'on  aura  pareillement,  par  rapport  à  y, 

d\Y        d^z  èz    ^    èY  _ 
dl-  ^  ~dF  df'^dy  ^  °' 

Si  le  corps  était  contraint  de  se  mouvoir  sur  une  ligne  donnée, 
alors  y  et  3  seraient  fonctions  de  x;  le  terme  -^^  de  T  donnerait  les 

•^  2  dt^ 

termes 


\    ■^  dx  J         I    §    dy- 
lït}  2  ôx  'de-' 
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lesquels  se  réduiraient  de  la  même  manière  à  -f^ -J-;  de  même,  le 
'  ai-   ox 

terme  -^,  donnerait  —  ^^^j  et  l'on  aurait,  relativement  à  x,  qui  est 

2  at-  dt'   àx  ' 

la  seule  variable,  l'équation 

d- X        d-y  oy        d^z  èz         ôV  

dt^-         df^   dx        dC-  àx        èx 

On  voit,  par  l'analyse  précédente,  que  tout  terme  de  la  quantité  T 

qui  sera  de  la  forme  k-j^,  z  étant  une  fonction  donnée  des  deux  autres 

variables  x  et  y,  donnera 

oT    _  ^  _     ,d''z  èz 
ô  dx        èx  dt-   ox 

,  oT  ÔT  d'-z  oz 

JdJ-^  dy  ~^    dï^  ây' 

réductions  qui  peuvent  être  utiles  dans  plusieurs  occasions. 

11.  Si,  au  lieu  des  coordonnées  rectangles  a-,  y,  z,  on  voulait 
employer,  pour  la  surface,  un  rayon  /■  avec  deux  angles  o  et  '\i,  comme 
dans  l'article  4  de  la  Section  précédente,  on  aurait 

„ r-idy- +  CO%-<\id'B-)  -^  dr- 

~  2  dt^- 

où  r  serait  donné  en  fonction  de  <];  et  cp  par  la  nature  de  la  surface,  et 
l'on  aurait,  relativement  à  'j/  et  ©,  deux  équations  de  la  forme 

,  (3T         âT       ÔV 
d  ^   ,,   —  i^-j — h  T-r  =^  o. 
0  d'i^        O'I        à<\i 

T      L  dr^     j     T    1  ■     d'-r  èj-        ,    ,.  ^  -     ■        .    d'-r  or        , 

Le  terme  — r^  de  1  donnerait  —f^  irr  relativement  a  'v,  et  -j—  ^-  rela- 
tivement  à  fp;  et  l'on  aurait  ces  deux  équations 

,r'-d'ii        r^  sin^J;  cosd/ rfc»^        d-rôr        SV 

~dï^  '^  dt^      ~  '^  'dt'  è^~^  d^  ~°' 

r-'cos^dtf        d^èr^       SV  _ 

dT^         ^  ~dF  ô^  ^  d^  ~  °' 
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que  les  méthodes  ordinaires  ne  donneraient  qu'à  l'aide  de  plusieurs 
réductions. 


12.  Il  est  bon  de  remarquer  que  l'équation 

T  +  V=rH, 

qui  a  toujours  lieu  lorsque  le  corps  n'est  animé  que  par  des  forces 
proportionnelles  à  des  fonctions  de  leurs  distances  aux  centres,  donne 
tout  de  suite  la  vitesse  du  corps  dans  un  point  quelconque  de  la  courbe 
qu'il  décrit;  car,  u  étant  la  vitesse  et  s  l'espace  décrit,  on  a 


ds^  _  v^rfx^  +  dy''  +  dz^  _ 
di  ~  di        '        ' 


donc 


et,  par  conséquent, 


=  \/2iH-V); 


de  sorte  que,  V  étant  une  fonction  finie  do  scoordonnées,  la  vitesse  ne 
dépendra  que  de  la  position  du  corps  dans  l'espace. 

Si  le  corps  n'est  animé  par  aucune  force  accélératrice,  on  a  V  =  o, 
et  la  vitesse  devient  constante.  Dans  ce  cas,  comme  nous  avons 
démontré  en  général  que  la  formule  juds  est  toujours  un  maximum 
ou  un  minimum  dans  des  limites  données  (Sect.  III,  art.  39),  la  quan- 
tité y  ds,  ou  s,  c'est-à-dire  la  longueur  de  la  courbe  décrite  par  le 
corps,  sera  elle-même  un  maximum  ou  un  minimum;  et  il  est  évident 
qu'elle  ne  peut  être  qu'un  minimum  ('),  parce  que  le  maximum  n'a 
point  lieu.  D'où  résulte  le  théorème  connu,  qu'un  corps  projeté  sur 
une  surface  quelconque  y  décrit  toujours  la  ligne  la  plus  courte  entre 
des  points  donnés. 

(')  Cette  manière  de  raisonner  n'est  pas  admissible,  car  on  doit  aussi  considérer  le  cas 
où  il  n'y  aurait  ni  maximum  ni  minimum.  On  peut  démontrer  directement  qu'entre  deux 
points  infiniment  voisins  il  y  a  toujours  minimum.  P'oi'r  une  Note  à  la  fin  du  Volume. 

(/.  Bertrand.) 
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13.  Mais,  dans  la  solution  de  ces  problèmes,  il  est  souvent  plus 
simple  de  regarder  toutes  les  coordonnées  comme  des  variables  indé- 
pendantes et  d'employer  les  équations  de  la  surface  ou  de  la  ligne 
donnée  comme  des  équations  de  condition  qui,  étant  représentées  par 

L  =  o,         M  =  o, 

donneront  simplement,  pour  chaque  variable,  les  termes  XoL,  p.  oM 
à  ajouter  à  oV,  les  coefficients  "k,  u.  étant  indéterminés  et  devant  être 
éliminés. 

Or,  de  ce  que  nous  avons  démontré  dans  l'article  5  de  la  Section  IV 
de  la  I"^  Partie,  il  s'ensuit  que  chaque  terme,  comme  \oL,  peut  repré- 
senter le  moment  d'une  force  ésale  à 


v^ 


dL-       âïJ 


et  agissant  perpendiculairement  à  la  surface  dont  l'équation  estrfL=o; 
par  conséquent,  cette  force  ne  pourra  être  que  celle  qui  vient  de  la  ré- 
sistance que  la  surface  oppose  au  corps,  et  qui  est  égale  à  la  pression 
que  le  corps  exerce  sur  la  surface. 

Ainsi  le  coefficient  \  servira  à  déterminer  la  pression  du  corps  sur  la 
surface  donnée  par  l'équation  L=o;  et  si  le  corps  est  mû  sur  une  ligne 
donnée,  en  la  regardant  comme  produite  par  l'intersection  de  deux 
surfaces  représentées  par  les  équations  L  =  o,  M  =  o,  les  deux  coeffi- 
cients X  et  [j.  serviront  à  déterminer  les  pressions  que  le  corps  exerce 
sur  cette  ligne,  perpendiculairement  aux  deux  surfaces. 

14.  En  général,  on  peut  assimiler  le  terme  \ùL  au  terme  SV;  et 

comme 

ÔV  =  R(îr-HQ<5qH-..., 

R,  Q,  ...  étant  les  forces  qui  agissent  suivant  les  lignes  r,  q,  ...,  et  qui 
tendent  à  les  raccourcir;  si  L  est  fonction  des  coordonnées  ^,  <\i,  cp,  on 

aura 

„r        dh  „..       (JL  . ,       dL  ^ 

°^=dî°^-^5^^++^^?' 
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et  les  termes  X^^;  X^rr'  ^^    exprimeront  les  forces  qui  résultent  de 
(J;       d<\i       ao        '^  ' 

la  résistance  de  la  surface  dont  l'équation  est  L  =o,  suivant  les  direc- 
tions des  coordonnées  ^,  '1,  '{)  ('),  et  qui  tendent  à  diminuer  ces  coor- 
données. 

Si  l'équation  de  la  surface  était  ^  =  «,  a  étant  une  constante,  ce 
qu'on  peut  toujours  obtenir  par  le  choix  des  coordonnées,  on  aurait 

,        ..  ôL  âL  âL 

0^  6<\i  Otp 

et  l'équation  relative  à  ^  (art.  3)  serait 

,  âT        ÔT      ^       ÔV 

les  équations  relatives  aux  deux  autres  variables  ne  recevant  aucun 
changement.  Ainsi  l'on  aura  tout  de  suite  la  pression  X  du  corps  sur  la 
surface  en  faisant,  dans  la  valeur  de  X, 


âT        ÔV 

l^a 

et        d'^  =  0. 

Comme  l'application  de  nos  formules  générales  n'est  sujette  à 
aucune  difficulté,  nous  nous  contenterons  de  donner  un  ou  deux 
exemples. 

§  I.  —  Des  oscillations  d' un  pendule  simple  de  longueur  donnée. 

15.  Nous  prendrons  l'origine  des  coordonnées  dans  le  point  de  sus- 
pension du  pendule,  et  nous  supposerons  lés  ordonnées  z  verticales  et 
dirigées  de  haut  en  bas;  mais,  à  la  place  des  coordonnées  rectangles  x, 
y,  z,  nous  prendrons  un  rayon  /•  qui  sera  la  longueur  du  pendule,  avec 
deux  angles  4'  etcp,  dont  le  premier  sera  l'inclinaison  du  pendule  à  la 

(  '  )  Nous  avons  remarqué  plusieurs  fois  dans  la  I"  Partie  que  ces  assertions  sonl  trop 
absolues.  Foir  les  notes  des  pages  38,  44,  lo'  et  r  19,  tome  précédent.  Il  y  a  lieu  de  faire 
ici  une  observation  analogue.  (^J.  Bertrand.) 
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verticale,  et  le  second  sera  l'angle  que  le  pendule  décrit  en  tournant 
autour  de  la  verticale.  On  aura  ainsi 

a:  := /•sinij' COS9,         j  = /■  sin'ji  sino,         £^=  r  cos'Jfi, 

et  la  quantité  T  deviendra,  à  cause  de  r  constant, 

~  Idr- 

Il  est  bon  d'observer  que  l'angle  ']>  que  nous  employons  ici  est  le 
complément  à  90°  de  l'angle  •]/  que  nous  avons  employé  jusqu'ici,  et 
qui  représentait  l'inclinaison  du  rayon  /■  sur  le  plan  horizontal,  au  lieu 
qu'ici  il  représente  son  inclinaison  à  la  verticale. 

La  force  R  tendant  au  centre  des  rayons  /■  sera  nulle;  la  force  Q 
pourra  être  prise  pour  la  gravité,  que  nous  désignerons  par  g;  et, 
comme  elle  doit  agir  parallèlement  à  l'ordonnée  :■,  et  pour  augmenter 
cette  ordonnée,  au  lieu  que  la  force  Q  est  censée  agir  pour  diminuer  la 
distance  q,  il  faudra  faire 

dq  =z  —  dz  ^z —  d{r  costi'), 

en  supposant  le  centre  de  cette  force  éloigné  à  l'infini.  Ainsi  l'on  aura 

simplement 

<3V  =  —  g ô/' cos'i  ^  g/' sintji(5'J;. 

Les  équations  relatives  à  '\>  et  cp  deviendront  donc,  en  les  divisant 

par  r-, 

d'^ii        siiid;  cos'-L  (^œ^        g    .     , 
de-  dt-  r       ^ 

d^(sin-'ijdi)) 
dF-^=''- 

La  seconde  de  ces  équations  a  pour  intégrale 

dT^-^' 
et,  la  valeur  de  ch  tirée  de  celle-ci  étant  substituée  dans  la  première, 
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elle  devient 

d-à        C^cosdi        g    .     , 

-rpr -■ — rr  +     sirnj;  =  o, 

ctt-  sirnj;^         /■        ^ 

dont  l'intégrale,  après  l'avoir  multipliée  par  2rf'|,  est 

C  et  E  étant  deux  constantes  qui  dépendent  de  l'état  initial. 
Cette  dernière  intéerrale  donne  tout  de  suite 


dt  = 


s\rn\idi\) 


/ 


E  -1-  2  -^  costl^  )  sin^'J;  —  C 


,  •<  7  Cdt 

et,  comme  on  a  par  la  première  a-p  =    .  „ ,  >  on  aura 

C^+ 


sin  I  i/  (  E  +  ^  cos  (]/ j  sin^  <\i  —  C^ 

équations  séparées,   mais  dont  les  seconds  membres  ne  sont  inté- 
grables  que  par  la  rectification  des  sections  coniques. 

L'équation  en  l  et  '];  donnera  le  temps  que  le  pendule  emploie  à  par- 
courir verticalement  l'angle  «f;  et  l'équation  en  o  et  ^  donnera  la 
courbe  décrite  par  le  corps  qui  forme  le  pendule,  laquelle  sera  une 
espèce  de  spirale  sphérique.  Si  l'on  fait  /-sin;];  —  p,  on  aura  une  équa- 
tion qui  sera  celle  de  la  projection  de  cette  spirale  sur  le  plan  horizon- 
tal, entre  le  rayon  vecteur  p  et  l'angle  cp  décrit  par  ce  rayon  autour  de 
la  verticale. 

16.  Si  l'on  égale  à  zéro  la  quantité  sous  le  signe,  on  a  l'équation 

Eh Pcos4' )  sin^ij;  —  C^  =  o, 


laquelle  donnera  les  plus  grandes  et  les  plus  petites  valeurs  de  l'angle 

d'inclinaison  '\i.  Cette  équation,  à  cause  de  sin-<];  =  i  —  cos-'^,  est  du 

XII.  24 
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troisième  degré  relativement  à  l'inconnue  cos'ji;  elle  aura  donc  une 
racine  réelle;  mais  il  est  facile  de  voir,  par  la  nature  du  problème, 
qu'il  ne  peut  y  avoir  un  maximum  de  '\/,  sans  qu'il  y  ait  en  même 
temps  un  minimum,  et  vice  versa;  d'où  il  suit  que  les  trois  racines 
seront  nécessairement  réelles  ('),  dont  deux  donneront  un  maximum 
et  la  troisième  un  minimum. 

Désignons  par  a  et  (3  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  de  '\i,  on 
aura  les  deux  équations 

E  -I-  ^  cos a\  sin^ (Z  —  C^ ^  o, 
E  4-^cos{3^sin^(3  — C^=o, 


p  _  2g(cosasin-a  —  cos(3sin^(3) 
~  /-(sin^P—  sin-a) 


lesquelles  donnent 

E  = 

_2 2gsin^a  sin-|3(cosa  —  cos (3) 

/'(sin^P — sin-a) 

expressions  qui  se  réduisent  à  celles-ci,  plus  simples, 

2g(i  —  cos^à  —  cos- (3  —  cosa  cos(3) 


E  = 


/•(  cos  Ot  H-  COS  (3) 


„2  _    2gsin^asin^(3 
^  /-(cosa  H-  cos (3) 

On  substituera  ces  valeurs  dans  l'équation  en  cosi]^,  laquelle,  en 
changeant  les  signes,  est  de  la  forme 

--  cos' iL  +  Ecos^il' ^costli-i-C^— E  =  o; 

/•  ■  '         /■         ' 

et,  parla  nature  des  équations,  son  premier  membre  deviendra 

^  (cos'l  —  cosa)  (cos'I'  —  cos(3)  (  cosi|'  +  cosa  +  cos|3  H j; 

('  )  Cette  assertion  est  inexacte;  le  polynôme  en  eostj/  ne  doit  jamais  changer  de  signe, 
'  et,  par  conséquent,  cosij'  doit  toujours  être  compris  entre  les  deux  mêmes  racines.  Il  en 
résulte  qu'à  l'une  des  racines  ne  correspond  ni  maximum  ni  minimum. 

(y.  Bertrand.  ) 
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cette  quantité,  prise  avec  le  signe  —,  sera  identique  avec  la  quantité 
qui  est  sous  le  signe  dans  les  deux  dernières  équations  de  l'article  pré- 
cédent. 

Or  on  a,  en  réduisant, 

„       E/-       n-cosacos|3 

COSa  -f-  COSS  -\ r=  ^; 

2  g         COSSt  -t-  cosp 

donc  la  quantité  dont  il  s'agit  sera 

2g,        ,  ,,        ,  o-.f       n       i  +  cosacosS 
^  (cos'i— cosa)(cos'J;  —  cosp) (  cosp  '  '^ 


cosa  +  cosp 
17.  Supposons  maintenant 

cos'ji  =  cosa  singer  +  cos[3  cos-c; 

il  est  clair  que  la  valeur  [3  de  '|,  qui  est  supposée  la  plus  petite,  répon- 
dra à  (T  =  o,  27Ï,  liTi,  ...,  et  que  la  valeur  a,  qui  est  la  plus  grande,  ré- 
pondra à  (T=  -,  — ,  —,  ••-,  -  étant  l'ansle  de  deux  droits.  On  aura 

^  2         2  2  o 

ainsi 

costj;  —  cosa  —  (cos(3  —  cosa)  cos-c, 
cosi]'—  cosP  =  (cosa  —  ces (3)  s'm-cr, 

,        i-(-cosacosS        I  +  2  cosacosS  +  cos-a  sin-iT -t- cos^S  cos^CT 

COSdiH f  =; '^ ^ !- ; 

cosa -f- cosp  cosa  4- cosp 

d'ailleurs  on  a 

sin4'<5?4'  =  —  c?cos4'  ==  2(cos[3  —  cosa)  si  no-  cosc-f/a; 

donc,  faisant  ces  substitutions  dans  l'équation  différentielle  en  /.  et  '\/  de 
l'article  précédent,  elle  deviendra 


,    _  2  du  ^cos  a  4-  cos  (3 


\/'- 


-^  (i-t-  2  cosa cos(3  +  cos-a sin-a  +  cos^p  cos^'u) 

et  faisant,  pour  abréger, 

2 cosa -h  cos (3 


2-1-4  cosa  cosP  -+-  cos^a  +  cos-f 
■■\/i-+-  x-(cosP  —  cosa)  cos 2  0-, 
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elle  se  réduira  à 

;  da 


1  r  3  X  (il 


dtr=L 

Ensuite  on  aura 

,    ÇidL    /a g       sinasin(3  dt 


v/f 


sin^t       V    '■    v/cosa-hcos(3  sin^4^ 
X  \li  sin  a  sin  (3  r  da  da 


r  da  da  1 

l_(n- cosij;)!       (i  —  cosib)2j' 


V^cosa-l-cos(3  L(i  +  C0S(J;)2 
OÙ  il  faudra  substituer  pour  cos'j^  sa  valeur  en  cos2a, 

cosd'  =  |(cosa  +  cosP)  +|(cosP  —  cosa)  cosao-. 

En  intégrant  ces  équations  depuis  a  =  o  jusqu'à  a  =  -  >  on  aura  le 
temps  et  l'angle  de  rotation  compris  entre  le  point  le  plus  bas,  où  l'in- 
clinaison du  pendule  à  la  verticale  est  [3,  et  le  point  le  plus  haut,  où 
l'inclinaison  est  a;  mais  ces  intégrations  dépendent,  en  général,  de  la 
rectification  des  sections  coniques.  Si  la  valeur  de  o  comprise  entre  ces 
deux  limites  de  tj  est  commensurable  avec  tt,  la  spirale  décrite  par  le 
pendule  reviendra  sur  elle-même  après  un  certain  nombre  de  spires  ; 
mais,  si  elle  est  incommensurable,  la  spirale  fera  une  infinité  de  révo- 
lutions différentes. 

18.  Lorsque  le  pendule  ne  fera  en  hauteur  que  des  excursions  assez 
petites,  de  manière  que  les  angles  a  et  (3  diffèrent  peu  entre  eux,  la 
différence  cos^  — cosa  sera  elle-même  assez  petite  pour  que  le  ra- 
dical 2  puisse  se  réduire  en  une  série  convergente. 

Supposons 

x-(cosp  —  cosct)  =  siiiay —  -     -      ^'     • 


-tang^y 
la  fonction  2  deviendra 

21  =  cosy  ^i  +  tang^y  -t-  i  langy  cos2o-. 

La  fonction  irrationnelle 

_i 
(i -4- lang^y  +  2  tangy  cos2a)  ^ 
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peut  se  réduire  en  une  série  de  la  forme 

A  -F-  B  C0S31T  +  C  cos4a'  +  D  cosôcH-. . ., 

dans  laquelle  on  aura,  en  faisant,  dans  les  dernières  formules  de  l'ar- 
ticle 98  de  la  Section  précédente, 

I  ,      1.3  „      1.3.5 

C5=:2i7,       a=i,       a  zz: — taney,       «=-,       «'= — -,       ir^ — -j—^,       •••, 

'  "'  2  2.4  2.4.6 

A  =  1  -H  rtUang^y  +  /«'Hang^y  +  «"-tang^y  +. . ., 
B  := —  2(rt  tangy  +  n/i'tang'y  -t-  «'«"tang'y  +...), 
C  =  2(«'tang2y  -t-  ««"tang'y  +  «"«"'tang*'y-i-. . .), 


On  aura  donc,  en  substituant, 

dt=i  t  / ^  (A  +  B  cos2or+  Ccos4ff  +  - . .)  da, 

V  g  cosy 

et,  en  intégrant  de  manière  que  l'intégrale  commence  où  er  =  o, 

i  =  1  / {A(7  h-tB  sin2ff  -t-  fC  sinAff  +■  •  •)• 

V  g  cosy 

En  faisant  a-  =  7»  on  aura  le  temps  depuis  le  point  le  plus  haut  jus- 
qu'au point  le  plus  bas,  lequel  étant  nommé  T,  on  aura 


V   g  COS; 


cosy 
Si  l'on  dénote  par  T',  T",  ...  les  valeurs  de  i  qui  répondent  à 

371       Stt 

(T  =z )        j         •  •  •  ) 

2  2 

on  aura 

T'=3T,        T"=5T,     ...; 

d'où  l'on  voit  que  le  pendule  remontera  toujours  à  la  même  hauteur  au 
bout  d'un  temps  égal  à  2T,  qui  sera  par  conséquent  en  temps  la  durée 
d'une  oscillation. 
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19.  On  peut  avoir  de  la  même  manière  l'angle  ç  correspondant 

pour  cela,  on  fera 

cosS  —  cosa 

5  =Sin2a, 

2  +  cosa  -+-  cosp  ' 

cos6  —  cosa 

■ ^   =  SU12V, 

2  — cosoc — cosp 
et  l'on  aura 


-\-  cosip       (2  +  cosoc  +  cos(3)  cos^/ji(i  H-  tang^/o.  +  2  langp.  cos2a-)  ' 


I  —  cosd;       (2 — cosa  —  cos(3)  cos-v  (i  +  lang'^v  — 2  tangv  cos2o-) 

Si,  dans  les  mêmes  formules  de  l'article  98  (Sect.  VII),  on  fait  «=1, 

on  a 

n'=z  I,         n"=  I,  ...  ; 

donc 

(i  H-  tang^;jt  +  2  tang|jLC0S2(T)-' 

=  (A)  +  (B)cos2o-  +  (C) ces 4 17  -t-  (D)  cos6o-  +. . ., 


ou 


(A)  =:!  +  tang-pL  +  lang*|JH-  lang^;ji  ■ 


I  —  tang'-fji 


(B)r^-2lang^i(i  +  tang^fx-htangV-t---  ■)•=-  i!_tang^|ix' 
(C)  =2lang^fi(n-tangV-HtangV  +  ...)=  -^-^—-7,^ 


Ainsi  l'on  aura 

(i  +  tang-fx+  2tang|jt.cos2o-)-' 

-^  (i—  2lai]g|j.cos3a-  -f-  3tang^f;.cos4o'  —  2tang'p.cos6c7  +  . . 


I  —  tang-fji 
Si  l'on  multiplie  cette  série  par  la  suivante 

A  -h  Bcos2(T-i-  Ccos/4  0'  +  ' 
le  produit  sera  de  nouveau  de  la  forme 

A'  -+-  B'cos2(7  +  C  CCS  4  (7  + 
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et  l'on  aura 

A  —  Btang«  +  Clans-/a.  — D  tangV-  ■  ■ 

A  = '■ ; :; ■ 

I  —  tang-fji 
On  aura  ainsi 

L_^,  —  ?— (A'-i-B'cos2c7  +  C'cos4(7  +  . .  .)• 

(H-cos'|)2       (a  +  cosot  +  cosp)  cos^p-cosy 

On  trouvera  de  même 

(A"+  B"C0S2i7  -h  C"cos4t7  H-. .  ■). 


(  I  —  cos'i)  —  "^  (2  —  cos  o.  —  cos  [3)  cos^  v  cosy 

où  l'on  aura,  en  changeant  [i.  en  —  v, 

,_  A  +  Btangv  +  Ctang^v +  D  tang^v  -t-. . .  _ 
I  —  lang-v 

Faisant  ces  substitutions  dans  la  valeur  de  d^  de  l'article  17,  et  inté- 
grant de  manière  que  '^  soit  égal  à  o  lorsque  a  =  o,  on  aura 

i2  A'ff  H-  B'  sin2o-  -t-  |C'  sin/jg  +•  •  .   1 
~^       (2  H- cos  a -H  cos  (3)  cos^  p.  cos  y       / 
2A"g-+B"sin2o-  +  |C"sin4g-+.  ■  ■  1 
(2  —  cosot  —  cosj3)  cos^v  cosy       | 

En  faisant  's  —->  on  aura  l'angle  compris  entre  les  plans  qui  passent 
par  la  verticale  et  par  les  points  le  plus  bas  et  le  plus  haut  de  la  courbe 
décrite  par  le  pendule;  et,  cet  angle  étant  nommé  $,  on  aura 

,  7rA')cv/2  sinasinS 


v'cosa  H-  cos  (3  (2  +  cosa -t- cosP)cos^p.cosy 

7iA"xv/2  sin«  sinS 
\/cosa  -+-  cosP(2  —  cos  a  —  cos  (3)  cos^v  cosy 

Comme  tous  les  points  les  plus  hauts,  ou  les  sommets  de  la  courbe, 
répondent  à  a-  =^  -î  — >  '■ — >  ■  •  •  )  si  l'on  dénote  par  $',  $",  ...  les  va- 

r  TT       2         2  ^ 

leurs  de  ©  pour  c  =;  — >  -:r-)  •  •  •  >  on  aura 

'1  2  3 

$'=:3<t,         <!>"=, 5<I»,         
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Ainsi  l'angle  compris  entre  deux  sommets  consécutifs  et  répondant  à 
une  oscillation  entière  du  pendule  sera  égal  à  2O. 

20.  En  supposant  les  angles  a  et  ^  très  petits  du  premier  ordre,  la 
quantité  cosp  —  cosa  sera  très  petite  du  second,  par  conséquent 
l'angle  y  sera  aussi  très  petit  du  second  ordre;  donc,  en  ne  négligeant 
que  les  quantités  très  petites  du  quatrième  ordre,  on  aura 

A  =  i,         cosy=:i; 
donc 


T  =  TT  i  /-  4  /  cos  et -t-cos  (3  ^ 

et  2T  sera,  aux  quantités  du  quatrième  ordre  près,  le  temps  de  l'oscil- 
lation entière. 

Si  l'on  néglige  les  quantités  du  second  ordre,  cette  valeur  de  2T  se 

réduit  à  Ti  t/^;  c'est  l'expression  connue  pour  la  durée  des  oscillations 
très  petites  d'un  pendule  dont  la  longueur  est  /■,  et  où  l'on  peut  faire 
g  =  i;  mais  l'analyse  précédente  fait  voir  que  cette  durée  est  la  même 
quelles  que  soient  les  oscillations,  soit  qu'elles  se  fassent  dans  un  plan 
vertical,  soit  que  le  pendule  ait  en  même  tempsun  mouvement  de  ro- 
tation autour  de  la  verticale. 

En  conservant  les  quantités  du  second  ordre,  on  peut  simplifier  la 
formule  précédente,  en  mettant  pour  cos  a  et  cos  [3  leurs  valeurs  appro- 
chées,  au  quatrième  ordre  près,  i  —  — >  ■  ~  2  '  ^t»  en  négligeant  tou- 
jours les  termes  du  quatrième  ordre,  on  aura  pour  la  durée  des  oscil- 
lations très  petites,  au  quatrième  ordre  près,  l'expression 


ïVi 


16 


21.  Lorsque  l'angle  [il,  qui  répond  au  point  le  plus  bas,  est  nul,  le 
pendule  reprend  toujours  la  situation  verticale,  et  les  oscillations  se 
font  dans  le  plan  vertical;  car,  en  faisant^  =  o,  on  voit,  par  la  formule 
de  l'article  17,  que  l'angle  cp  est  nul  :  c'est  le  cas  que  l'on  considère 
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orcliiiairemeiit,  et  qui  a  lieu  toutes  les  fois  qu'après  avoir  éloigné  le 
pendule  de  la  verticale  par  l'angle  a,  on  le  laisse  retomber  sans  lui 
donner  aucune  impulsion  ;  mais,  pour  peu  que  le  pendule  reçoive  une 
impulsion  dans  une  direction  qui  ne  rencontre  pas  la  verticale,  il  fera 
des  oscillations  en  forme  de  mouvement  conique,  et  l'angle  [3  ne  sera 
pas  nul. 

Dans  ce  cas,  si  l'on  suppose  aussi  que  les  angles  a  et  ^  soient  très 
petits,  et  qu'on  néglige  dans  une  première  approximation  les  quantités 
très  petites  du  second  ordre,  on  aura 

•/.  ■=  J ,        y  =  o 
/j.  =  0,         sinav: 


donc 


V), 


et  2tl>  sera  l'angle  à  la  verticale  compris  entre  deux  sommets  consécu- 
tifs de  la  courbe.  Donc,  si  le  rapport  de  a[3  à  a- +  [3-  est  rationnel, 
l'angle  2$  aura  un  rapport  de  non^bre  à  nombre  à  l'angle  tx  de  deux 
droits,  et  la  courbe  décrite  par  le  pendule  ne  sera  formée  que  d'un 
certain  nombre  de  spires  qui  reviendront  les  mêmes;  dans  le  cas  con- 
traire, la  courbe  sera  une  espèce  de  spirale  continue.  Mais  ces  conclu- 
sions ne  sont  qu'approchées,  et,  pour  avoir  des  résultats  plus  exacts,  il 
faudra  pousser  l'approximation  plus  loin,  au  moyen  des  séries  que  nous 
avons  données. 

Ce  problème  a  été  résolu  anciennement  par  Clairaut,  dans  les  Mc'- 
moires  de  r Académie  des  Sciences,  de  l'année  1735,  mais  d'une  manière 
moins  complète;  et  les  résultats  approchés  que  nous  venons  de  trouver 
s'accordent  avec  les  siens,  en  faisant  ,3  =  0  dans  l'expression  de  T,  et 
3  =  a  dans  celle  de  $. 


(')  CcUe  formule  est  iiiexacle.  M.  Bravais,  qui  m'a  fait  remarquer  celle  inadverlanco 
de  Lagrange,  m'a  remis  le  calcul  reclifié,  que  nous  reproduisons  à  la  fin  du  Volume. 

(  /.  Bertrand.  ) 
XII.  -  25 
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22.  Les  formules  précédentes  ont  lieu  tant  que  l'angle  a  diftère  de 
l'angle  [3,  parce  que,  quelque  petite  que  soit  leur  différence,  il  y  a  tou- 
jours un  maximum  et  un  minimum  dans  les  excursions  verticales  du 
pendule;  mais,  si  l'on  a  rigoureusement  a  =  p,  il  n'y  a  plus  de  maxi- 
mum ni  de  minimum,  le  pendule  forme  toujours  le  même  angle  «avec 
ia  verticale,  et,  par  conséquent,  il  décrira,  dans  son  mouvement,  un 
cône  à  base  circulaire. 

Cette  supposition  est  possible,  parce  qu'alors  (art.  16  et  17)  la  quan- 
tité qui  est  sous  le  radical,  dans  la  valeur  de  o?^,  a  deux  facteurs  égaux, 
cos'J;  —  cosa;  de  sorte  que,  par  la  théorie  exposée  dans  l'article  83  de 
la  Section  précédente,  on  pourra  (')  toujours  faire  cos'j^  =  cosa;  c'est 
le  cas  des  oscillations  coniques  que  Huygens  a  considérées  le  premier. 

Dans  ce  cas,  l'équation  (art.  4) 


Cdt  ,     - 

d'^  =    ■    „  ,   =  i  /  — ^^^ —  dt 
siii^ii        V    /'COsa 

donnera 


y  /'cos 


de  sorte  que  le  temps  d'une  révolution  entière  du  pendule  sera  exprimé 

//•  cosa 
par..y/^-. 

Pour  que  ce  cas  ait  lieu,  il  faut  donc  que  le  pendule  reçoive  une 
vitesse  angulaire  de  rotation,  autour  de  la  verticale,  exprimée  par 


do 


\  /■cosa 
laquelle  ne  dépend  que  de  la  hauteur  du  cône  qu'il  décrit. 


23.  Si  le  pendule  était  mû  dans  un  milieu  résistant  comme  le  carré 
de  la  vitesse,  et  dont  la  densité  fût  exprimée  par  F,  il  faudrait,  pour 
avoir  les  équations  de  son  mouvement,  à  SV  ajouter  les  termes  (art.  2) 

r^  (  ^T    .,  _^   âT 


^  ô  d'h  è  dtD 

(1)  Il  faut  lire  :  on  devra  toujours  faire  cosij'  =  cosa.  (/.  Bertrand.) 
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en  retenant  l'expression  de  T  de  l'article  11,  dans  laquelle /•  est  con- 
stant. 

Ainsi  l'on  aura  à  ajouter,  au  premier  membre  de  la  première  des 

équations  difTérentielles  de  cet  article,  le  terme      ,     '- >  et  au  premier 

,         ,     ,  11,  rsin^  <iidsda 

membre  de  la  seconde,  le  terme ±:, ^• 

at- 

Par  l'addition  de  ces  termes,  les  équations  qui  étaient  intégrables 
cesseront  de  l'être;  mais,  lorsque  la  résistance  est  très  petite  à  l'égard 
de  la  force  de  la  gravité,  ce  qui  a  lieu  dans  les  mouvements  lents  des 
corps  dans  l'air,  on  peut  résoudre  ces  équations  par  approximation,  en 
substituant,  dans  les  termes  dus  à  la  résistance,  les  valeurs  de  ']/  et  '^ 
en  /  qui  ont  lieu  dans  le  vide,  et  en  clierchant  les  petites  quantités 
que  ces  termes  tout  connus  ajouteront  à  ces  mêmes  valeurs. 

Les  deux  équations  dont  il  s'agit  seront 

cl^'L        sin'l/ coS'Jjf/cs-        fr    .     ,        r  c/s ddj 

— T — rir- — '■ H  -  sm  d/  H — -!-  =  o, 

dt-.  al-  r         '  dt- 

d  {im- <\i  d(a)        F  siii-dif/.vf/o  

dl-  ~^  di-  "" 

I  I         1      .    r    •    -  i\\\-<hd(D      ,  •.     ■    ,■       -        I 

\a\.  seconde,  étant  divisée  par  — ~ — '-  et  ensuite  intégrée,  donne 

siii-'lf/co       ^.  „ . 


dt 


i  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  i . 

Ensuite  la  première,  étant  multipliée  par  id\  et  ajoutée  à  la  secondt 
multipliée  par  arfcp,  donne  l'intégrale 


c/di-+ sin-d/t/ca-        ascosd        aF    [' d. 


dl- 


— r    /    -rT">S=^E, 
/■-  J    di'- 


à  cause  de  r-{d]^--\-  sin-^j^t/ç-)  =  ds-. 

Ainsi  l'on  aura  les  mêmes  équations  différentielles  en  /,  o  cl  -p  qu'on 
a  trouvées  dans  l'article  11,  en  y  substituant  Ci"  à  la  place  de  C,  et 

E  —  ^  /  -1-^  ds  à  la  place  de  E;  de  sorte  que  relï'et  de  la  résistance  se 
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réduira  à  faire  varier  ces  constantes  dans  la  solution  générale  donnée 
plus  haut  (art.  13),  où  nous  n'avons  point  eu  égard  à  la  résistance,  et 
où  les  relations  entre  les  variables  'j^,  o  et  t  doivent  se  déduire  des 

équations 

siii-'irfo       ,^  clh-  C-  S         ,        ., 

77 — ^  =  C,  -^  +    ■    ,  I  —  3-C0S'.!;  =  E. 

dt  (H-        sin-o  r 

Si  donc  on  regarde  les  quantités  C  et  E  comme  variables,  on  aura 

dC  =  TCds,         f/E  =  -  ^  $^  ds  =  —  ^  ^E  +  ^  cos  'h\  ds 
I-    de-  /■-  V  /■  '  / 


et 


/        ^ 
siniL  t  /  Eh — -  cosi]; 

^7'       ^ 


ds  =  .  dli. 

~  cosil^sin-J'—  C- 


Lorsque  le  pendule  ne  fait  que  des  oscillations  verticales,  on  a  C  =  a 
et,  par  conséquent,  ds  =  r/j^;  l'équation  en  E  devient  alors  intégrable^ 

étant  multipliée  par  i  ''  ;  l'intégrale  est 

Ei  '•'    =;(E) ^  /  i  '■-    costLrfji, 

(E)  étant  une  constante  arbitraire  qui  remplace  la  constante  E,  devenue 
variable.  Or  on  trouvera,  par  des  intégrations  par  parties, 


y 


.  sl'A  1  '"■    (  Sill'-L ^COSiJ; 

i  '■'    ces  iL  d'L  = -^ 


4P 


(ionc  on  aura 

2! 


•>r     /  ar 

E  =  (E)i     '■'' -, T-fr;    sini rCOS'i 

c'est  la  valeur  qu'il  faudra  substituer  à  la  place  de  E  dans  l'équation 
différentielle  qui  donne  la  valeur  de  (  en  '^f;  et,  en  supposant  le  coeffi- 
cient F  très  petit,  on  aura  facilement  l'altération  produite  dans  la  valeur 
du  temps  t  par  la  résistance  du  milieu. 
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24.  Dans  le  cas  du  pendule,  en  prenant,  comme  nous  venons  de  le 
faire,  /•,  o,  '|  pour  les  trois  coordonnées,  on  a  l'équation  r  =  a,  a  étant 
la  longueur  donnée  du  pendule;  donc,  par  l'article  14,  en  chan- 
geant i  en  /',  on  aura  tout  de  suite  la  valeur  de  A,  qui  exprimera  la 
force  avec  laquelle  le  fil  qui  retient  le  corps  sur  la  surface  sphérique 
est  tendu. 

Cette  force  sera  donc  exprimée  par 

ôT        ,  ôT        ôV 

or  orlr         8r 

en  substituant  pour  T  et  V  leurs  valeurs  complètes 

^       r''- {ch\i- +  s\n'"h  d'j,-) -\- dr- 

r= 1 77; — '■ )  V  =— g■7■cosd>,• 

et,  faisant  ensuite  /-constant,  on  aura  ainsi 

oT   _  oT  _  r{d'\,'-+in\'-^hdf-)  âV  _  ^^ 

èdr         '  or  dtP-  èr  '   '  ' 

et,  par  conséquent, 

dt-  °         '  /■  /• 

où  l'on  remarquera  que  2T  =  ir  (art.  12);  de  sorte  que  la  tension  du 

fil  qui  forme  le  pendule  sera  exprimée  par  —  4-  gcos'i. 

Quand  le  pendule  se  meut  dans  le  vide,  on  a,  par  le  même  article, 
c  étant  la  vitesse  lorsque  'j^  =  o, 

«- zz:  2(H  —  V)  ^  C- —  2g/-(l  —  COS'Ij)  ; 

et  la  tension,  désignée  par  À,  aura  pour  valeur 

\  =  —  —  g(2  —  3  cos'J>). 

25.  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  la  longueur  du  pendule  invariable; 
mais,  si  cette  longueur  variait  d'un  moment  à  l'autre,  suivant  une  loi 
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connue,  en  sorte  que  /-  fût  une  fonction  donnée  de  /,  il  faudrait  alors 
supposer  r  variable  dans  les  équations  différentielles;  mais  on  aurait 
également  o/-=  o,  comme  dans  le  cas  de  r  constant  :  ainsi  on  poserait 
les  équations 

T=  — ^ ' — '—,  ,         >  Y  =:.— SI- C05<h\ 

idt- 

l'équation  relative  à  /•  n'aurait  pas  lieu,  mais  les  deux  autres  devien- 
draient 

dir- d'il)        /•- sind;  cos'J/t/co-  .     ,  ,/'- sin'd'f/tp 

,       ' '■——, — '- i-  4- S/'SUl'i  ==0,  d ~I i  :=  o. 

dt-  dt-  o  .  7  ^^. 

Enfin,  si  le  fil  qui  soutient  le  corps  était  élastique  et  extensible,  en 
nommant  F  la  force  avec  laquelle  le  fil  tend  à  se  raccourcir,  et  qui'ne 
peut  être  qu'une  fonction  de  /%  il  n'y  aurait  qu'à  ajouter  Y  or  à  oV,  et 
l'on  aurait,  pour  l'équation  relative  à  /■, 


d- r        /-(sin-ij;  c/o'-H  f/iJj-)        _ 

— ■ — -  +  F  ■ 

dt-  di- 


les  deux  autres  demeurant  les  mêmes;  et,  dans  ce  cas,  on  aurait  tou- 
jours l'intégrale 

Ï  +  V— H,        où        V= /"Ff//-  — ê/'cos<|/. 

§11.   —  Du  moiwemenL  d'un  corps  pesant  sur  une  surface  quelconque 
de  révolution. 

26.  L'axe  de  révolution  étant  pris  dans  l'axe  des  ^,  si  l'on  fait 

a'r=pcoscp,         j'  =  psin9, 

s  sera  l'abscisse  et  p  l'ordonnée  de  la  courbe  qui,  par  sa  révolution 
autour  de  l'axe  des  abscisses,  forme  le  solide  proposé.  Ainsi  l'on  aura 
une  équation  entre  z  et  p,  par  laquelle  z  sera  une  fonction  donnée 

de  p. 
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Si,  maintenant,  on  suppose  l'axe  des  s  vertical  et  les  ordonnées  :; 
dirigées  de  liant  en  bas,  on  aura 

, p-  do-  -+-  dp-  -+-  dz-  

et,  prenant  p  cl  o  pour  les  deux  variables  indépendantes,  on  aura  tout 
de  suite  (art.  1 1)  les  deux  équations  relatives  à  ces  variables, 

d'-p        p  do-        / d- z  \d:  i9' ^o 

dt-  dt-  \dt-        ^  J  dp  ^    '.  df-     ~  °' 

Si  l'axe  des  ^  n'était  pas  vertical,  mais  incliné  à  la  verticale  de  l'angle  a, 
la  valeur  de  T  demeurerait  la  même,  mais  celle  de  V  deviendrait 
—  g(scosa  —  .rsina);  de  sorte  qu'il  n'y  aurait  qu'à  cbanger  dans  la 
première  équation  g  en  gcosa,  et  ajouter  à  son  premier  membre  le 
terme  gsina  cos'^,  et  ajouter  aussi  au  premier  membre  de  la  seconde 
le  terme  gsina  sino. 

En  général,  quelque  changement  qu'on  fasse  à  la  position  de  la  sur- 
face ou  de  la  ligne  sur  laquelle  le  corps  se  meut,  la  valeur  de  T  d'où 
naissent  les  termes  différentiels  de  l'équation  ne  change  pas;  il  n'y  a 
que  celle  de  V  qui  dépend  de  la  position  de  la  surface  ou  de  la  ligne. 
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SECTION  NEUVIEME. 


Si;n     LE     MOUYEMEKT     l»  E     ROTATION. 


L'importance  el  la  difficulté  de  cette  question  m'engagent  à  y  des- 
tiner une  Section  à  part  et  à  la  traiter  à  fond.  Je  donnerai  d'abord  les 
formules  les  plus  générales  et,  en  même  temps,  les  plus  simples  pour 
représenter  le  mouvement  de  rotation  d'un  corps  ou  d'un  système  de 
corps  autour  d'un  point.  Je  déduirai  ensuite  de  ces  formules,  par  les 
méthodes  de  la  Section  IV,  les  équations  nécessaires  pour  déterminer 
le  mouvement  de  rotation  d'un  système  de  corps  animés  par  des  forces 
quelconques.  Enfin  je  donnerai  différentes  applications  de  ces  équa- 
tions. 

Quoique  ce  sujet  ait  déjà  été  traité  par  plusieurs  géomètres,  la 
théorie  que  nous  allons  en  donner  n'en  sera  pas  moins  utile.  D'un 
côté,  elle  fournira  de  nouveaux  moyens  de  résoudre  le  problème 
célèbre  de  la  rotation  des  corps  de  figure  quelconque;  de  l'autre,  elle 
servira  à  rapprocher  et  réunir  sous  un  même  point  de  vue  les  solutions 
qu'on  a  déjà  données  de  ce  problème,  et  qui  sont  toutes  fondées  sur 
des  principes  différents,  et  présentées  sous  diverses  formes.  Ces  sortes 
de  rapprochements  sont  toujours  instructifs  et  ne  peuvent  qu'être  très 
utiles  aux  progrès  de  l'Analyse;  on  peut  même  dire  qu'ils  lui  sont  né- 
cessaires dans  l'état  où  elle  est  aujourd'hui  ;  car,  à  mesure  que  cette 
science  s'étend  et  s'enrichit  de  nouvelles  méthodes,  elle  devient  aussi 
plus  compliquée,  et  l'on  ne  saurait  la  simplifier  qu'en  généralisant  et 
réduisant,  tout  à  la  fois,  les  méthodes  qui  peuvent  être  susceptibles  de 
ces  avantages. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

SUR  LA  ROTATIOS  d'uN  SYSTÈME  QUELCONQUE  DE  CORPS. 

§  I.  —   Formules  générales  relatives  au  mouvemenl  de  rotalion. 

Les  formules  différentielles  trouvées  dans  la  I'^  Partie,  pour  ex- 
primer les  variations  que  peuvent  recevoir  les  coordonnées  d'un  sys- 
tème quelconque  de  points,  dont  les  distances  sont  supposées  inva- 
riables, s'appliquent  naturellement  à  la  recherche  dont  il  s'agit  ici;  car 
cette  supposition  ne  fait  qu'anéantir  les  termes  qui  résulteraient  dés 
variations  des  distances  entre  les  différents  points.  En  sorte  que  les 
termes  restants  expriment  ce  que  dans  le  mouvement  du  système  il  y  a 
de  général  et  de  commun  à  tous  les  points,  abstraction  faite  de  leurs 
mouvements  relatifs;  or  c'est  précisément  ce  mouvement  commun  et 
absolu  que  nous  nous  proposons  ici  d'examiner. 

] .  Reprenons  les  formules  de  l'article  55  de  la  Section  V,  que  nous 
avons  trouvées  par  une  analyse  directe  fondée  uniquement  sur  la  sup- 
position que  les  points  du  système  conservent  entre  eux  les  mêmes 
distances.  En  y  changeant  la  caractéristique  o  en  d,  on  aura,  pour  le 
mouvement  absolu  du  système,  ces  trois  équations 

dx  -=d\  +  z  (iiVI  —  r  f/N, 

'  dyz=^  d\>.  +  X  <r/N  —  J  c/L, 

dz  1=  c?v  -h  y  dh  —  X  d\\, 

dans  lesquelles  ir,j,  :;  représentent,  k  l'ordinaire,  les  coordonnées  de 
chaque  point  du  système  par  rapport  à  trois  axes  fixes  et  perpendicu- 
laires entre  eux,  et  où  d\,  d^,  dv,  dL,  dM,  dN  sont  des  quantités  indé- 
terminées, les  mêmes  pour  tous  les  points,  et  qui  ne  dépendent  que  du 
mouvement  du  système  en  général. 

XII.  26 
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Soient  maintenant  x  ,  y',  z'  les  coordonnées  pour  un  point  déterminé 
du  système;  on  aura  donc  aussi 

c/j?'=  d'k  -+-  z'  dM  —  y  dN, 
df'^=d^-\-a:'dN  —  z' dL, 
dz'z=idv  -h  y' dL  — œ'dM; 

par  conséquent,  si  l'on  retranche  ces  formules  des  précédentes  et 
qu'on  fasse,  pour  plus  de  simplicité, 

on  aura  ces  équations  différentielles 

d'^  =  Z  dM  —  -n  dN,         dn  =  'E,dN  —  K  dL,        dK  —  -ndL  —  l  dW, 

dans  lesquelles  les  variables  2,  r\,  "(  représenteront  les  coordonnées 
des  différents  points  du  système,  prises  depuis  un  point  déterminé  du 
même  système,  point  que  nous  nommerons  dorénavant  le  centre  du 
système. 

Ces  équations  étant  linéaires  et  du  premier  ordre  seulement,  il  suit 
delà  théorie  connue  de  ces  sortes  d'équations  que,  si  l'on  désigne  par 
i',  i",  ^"'  trois  valeurs  particulières  de  ^,  et  par  r{,  yj",  y]'"  et  'C,  C",  C" 
les  valeurs  correspondantes  de  ■/]  et  'C,  on  aura  les  intégrales  com- 
plètes 

ç  =a|'+  6^"+  cl'", 

■n  =  rtY)'+  b-n"-h  cri'", 
Ç  —ai;' -h  èÇ"-f-  cK'", 

a,  h,  c  étant  trois  constantes  arbitraires.  • 

Il  est  clair  que  ^',  r\,  'Q  ne  sont  autre  chose  que  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  donné  du  système,  et  que  de  même  ^",  -jT]",  '("  et  'i", 
y]'",  "C"  sont  les  coordonnées  de  deux  autres  points  du  système  aussi 
donnés  à  volonté,  ces  coordonnées  ayant  leur  origine  commune  dans 
le  centre  du  système. 

Ainsi,  en  connaissant  les  coordonnées  pour  trois  points  donnés,  on 
aura,  par  les  formules  précédentes,  les  valeurs  des  coordonnées  pour 
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tout  autre  point  dépendant  des  constantes  a,  b,  c;  mais  il  faut  cliercher 
les  valeurs  de  ces  constantes. 

2.  Si  l'on  suppose,  ce  qui  est  permis,  que  dans  l'état  initial  les  trois 
points  donnés  se  trouvent  placés  dans  les  trois  axes  des  coordonnées 
et  à  la  distance  i  de  l'origine,  il  est  clair  qu'on  aura  alors 


•e  qui  donnera 


£'=i, 

■n'  =  o, 

Ç'=o; 

r=o, 

ri"=  1, 

Ç"=o; 

?"  —  0, 

■ri"'=  o, 

y  III , . 

•5      I  ) 

b. 


Ainsi  les  quantités  a,  b,  c  ne  seront  autre  chose  que  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  du  système  rapportées  aux  mêmes  axes.  Mais, 
par  le  mouvement  du  système,  les  axes  de  ces  coordonnées  changent 
de  place  dans  l'espace,  en  demeurant  fixes  dans  le  système,  puisque 
ces  coordonnées  sont  constantes  pour  un  même  point  et  ne  varient 
que  d'un  point  à  l'autre.  La  position  de  leurs  axes,  dans  un  instant 
quelconque,  par  rapport  aux  axes  immobiles  des  Ç,  y],  "C,  ne  dépendra 

que  des  coefficients  \' ,  \",  H'",  y)',  ■/]", En  effet,  si  l'on  lait  b  =  o, 

f  —  o,  ce  qui  donne 

et,  par  conséquent, 

a  =  \/X' -h -n^ -h  Z' , 

il  est  facile  de  voir  que  les  coefficients  ^',  •/]',  'C  sont  les  cosinus  des 
angles  que  l'axe  des  a  fait  avec  les  axes  des  ^,  -q,  'C.  On  voit  de  même, 
en  supposant  a  et  c  nuls  à  la  fois,  ensuite  a  et  b  nuls  ensemble,  que  les 
coefficients  ^",  t]",  'C"  sont  les  cosinus  des  angles  de  l'axe  des  b,  et  les 
coefficients  ^"',  y]'",  "C"  sont  les  cosinus  des  angles  de  l'axe  des  c,  avec 
les  mêmes  axes  des  E,  y],  C- 

3.  Comme  ces  coefficients  représentent,  en  général,  les  coordon- 
nées de  trois  points  donnés  du  système  qu'on  a  supposés  distants  de 
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l'origine  d'une  quantité  i  et  placés  au  commencement  sur  les  axes 
des  coordonnées  rectangles  a,  b,  c,  on  aura  premièrement  ces  trois 
équations 

Ensuite,  à  cause  que  les  distances  mutuelles  de  ces  points  sont  les 
hypoténuses  de  triangles  rectangles  dont  les  côtés  sont  i,  on  aura 

(^  -  r  Y+{-n'  -  v"  y-  +  iK'  -  ç"  )^=  2, 

(?'  -  r')^ + {-n'  -  -0'")'+  (r  -  v'y-=2, 
a"-'i"'y-+{v"--n"'r-+ (c-  r  )^=  2; 

d'oîi  l'on  tire  ces  trois  équations 

?'£"  +  ■/)'■/)"+  Ç'r=  o,  ^'i:"'+  ■^'■0'"+  Ç'Ç"'=  O,  £"?'"+  ■/)"■/)'" 4-  C"Ç"'=:  o. 

Ainsi  l'on  a,  entre  les  neuf  coefficients  ^',  ^",  ^"',  •/]',  y)",  ...,  six  équa- 
tions de  condition  par  lesquelles  ils  se  réduisent  à  trois  indéterminées. 

4.  Au  moyen  de  ces  équations,  les  expressions  générales  des  coor- 
données li  Y),  "C  de  l'article  1  satisfont  à  la  condition  primitive  que  la 
distance  entre  deux  points  quelconques  du  système  demeure  inva- 
riable. En  effet,  si  ^,  y],  'Ç  sont  les  coordonnées  d'un  de  ces  points,  et 
'^,,  Y],,  'Cl  les  coordonnées  d'un  autre  point,  le  carré  de  leur  distance 
sera  exprimé  par 

et  si  l'on  désigne  para,,  b^,  c,  les  coordonnées  relatives  aux  axes  des 
a,  b,  c  pour  le  second  point,  on  aura  les  valeurs  de  ^|,  y],,  '(,  en  chan- 
geant a,  b,  c  en  fl| ,  b^ ,  c,  dans  celles  de  '£,,  y],  '(. 

Faisant  ces  substitutions  dans  l'expression  précédente,  et  ayant 
égard  aux  six  équations  de  condition,  elle  se  réduira  à 

(a-a,y-}-{b-b,y+{c-c,y 

et  sera,  par  conséquent,  constante  pendant  le  mouvement.  D'où  l'on 
peut  conclure  que  ces  six  équations  de  condition  sont  les  seules  néces- 
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saires  pour  faire  en  sorte  que  la  position  respective  des  différents 
points  du  système  ne  dépende  que  des  constantes  a,  h,  c,  et  nullement 
des  variables  \' ,  y]',  'Ç ,  .... 

Au  reste,  il  est  clair  que  les  coordonnées  i,  yj,  'C  ne  sont  que  les 
transformations  des  coordonnées  a,  b,  c,  et  que  les  six  équations  de 
condition  sont  le  résultat  de  la  condition  générale 

?^  +  ■/)-  +  ç-  =  a-  -H  6-  H-  c-  ; 

c'est  ce  qu'on  voit  par  la  comparaison  de  ces  formules  avec  celles  de 
l'article  15  de  la  Section  JII  de  la  V^  Partie,  dans  lesquelles  les  coor- 
données X,  y,  z,  x' ,  y,  z'  répondent  à  ^,  7),  'C,  a,  b,  c,  et  les  coeffi- 
cients a,  p,  y,  a',  [3',  y',  a",  p",  y"  répondent  à  i'.  H",  ^"',  y]',  y]",  'q'", 
'Ç,  l",  "C". 

5.  Si  l'on  ajoute  ensemble  les  expressions  de  i,  ■/],  '(  de  l'article  l, 
après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  ^',  •/]',  'Ç,  ensuite  par  ^", 
■/]",  "C",  et  enfin  par  ?'",  ■/]'",  'C,  on  aura  tout  de  suite,  par  les  équations 
de  condition  de  l'article  3,  ces  formules  inverses 

«  =  ?4'  -+-  f-n'  -+-  KK', 
b  =  ll^'  +  -n-fi"  +  T, 
c  =  l^"+-n-n"'+KK"'; 

et  ces  valeurs  de  a,  b,  c  étant  substituées  dans  l'équation 

ç-  +  ■/)-  -h  Ç2  =  «2  -f-  è-  +  c-, 

qui  doit  avoir  lieu,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  ^,  y),  (^,  donne- 
ront, par  la  comparaison  des  termes,  ces  nouvelles  équations  de  con- 
dition 

r  Yi'  -f-  ^■"  Y)''  H-  ^^  ï)'" = o,     4'  Ç' + 1"  Ç» + $'"  r =0,     -o'  r + •/]"  Ç"  -H  ■/!'"  Ç'" = o, 

lesquelles  sont  nécessairement  une  suite  de  celles  de  l'article  3, 
puisque  les  unes  et  les  autres  résultent  également  de  cette  condition 
générale 

l^ -^  -n-  +'Q—  a^ -^  b^ -^  c". 


UK'W" 

U-n'K" 

k 

-■n"V)  +  ria'l"-K"k')  +  Kœv"-eri") 
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6.  Mais,  si  l'on  cherche  directement  les  valeurs  de  a,  b,  c  par  la 
résolution  des  équations  de  l'article  1,  on  aura,  d'après  les  formules 
connues, 

_  ?(-/)"?'"- v"r')  +  -/)(ç"S"'-c"'e)  +  c(ev"-^%") 


b  — 


k 
en  supposant 

k  =  l'Ti"K"'—-n''E!'K"'+K''i"ri"—i'K"r\"-^  Y)'?"f"'—  Ç'y)"?". 

Ces  expressions  doivent  donc  être  identiques  avec  celles  de  l'article 
précédent;  ainsi,  en  comparant  les  coefficients  des  quantités  ?,  y],  "Q,  on 
aura  les  équations  suivantes  : 

ç'  -v"-  r  -0'=  /f^,     4'  r-  ?'"?'  =  A-o",     -fl'?'"  -  V)'"?'  =  /fÇ", 

■/l'  Ç"  -  r;"  C  =  A-£"',         Ç'  ^"'  -  Ç"  t'  =:  kt)'",         l'  -n"  -  ?"  V'  =  X-C'"'. 
Or,  si  l'on  ajoute  ensemble  les  carrés  des  trois  premières,  on  a 

le  premier  membre  peut  se  mettre  sous  cette  forme 

a"'+-n'"-+  r-)a'"-+-n""-i-r')  -  a"'i"'-^-n"-n"'+  K"K"'V; 

donc,  par  les  équations  de  condition  de  l'article  3,  cette  équation  se 

réduit  à 

ir=k-,         d'où         /:  =  ±i. 

Pour  savoir  lequel  des  deux  signes  on  doit  prendre,  il  n'y  a  qu'à 
considérer  la  valeur  de  k  dans  un  cas  particulier;  or  le  cas  le  plus 
simple  est  celui  où  les  trois  axes  des  coordonnées  a,  b,  c  coïncide- 
raient avec  les  trois  axes  des  coordonnées  ^,  y],  'C,  auquel  cas  on  aurait 

t,  =  a,         V)  =  6,         Ç  :=  c, 
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et,  par  conséquent,  par  les  formules  de  l'article  1, 

|'=i,        ■n"=i,        Z'"—i-, 

et  toutes  les  autres  quantités  ^",  ^"',  . . .  nulles.  En  faisant  ces  substi- 
tutions dans  l'expression  générale  de  k,  elle  devient  i.  Donc,  on  aura 
toujours 

7.  Comme,  entre  les  neuf  indéterminées  ?',  ^",  ^"',  •/]',  ■/)",  •/]'",  "C,  '(", 
"C",  il  y  a  essentiellement  six  équations  de  condition,  on  peut  réduire 
toutes  ces  indéterminées  à  trois;  et  il  suffirait  d'y  réduire  les  six  ^',  ^", 
ï]'.  Y]",  *C,  'C",  par  le  moyen  des  trois  équations  de  condition 

puisque  les  trois  autres  i'",  y]'",  '('"  sont  déjà  connues  en  fonctions  de 
celles-là  par  les  formules  précédentes. 

Mais  cette  réduction  se  simplifie  beaucoup  en  employant  les  sinus 
et  cosinus  d'angles;  on  peut  même  y  parvenir  directement  par  les 
transformations  connues  des  coordonnées. 

En  effet,  puisque  ^,  y],  'C  sont  les  coordonnées  rectangles  d'un  point 
quelconque  du  corps  par  rapport  à  trois  axes  menés  par  son  centre 
parallèlement  aux  axes  fixes  des  coordonnées  ce,  y,  z,  et  que  a,  h,  c 
sont  les  coordonnées  rectangles  du  même  point  par  rapport  à  trois 
autres  axes  passant  par  le  même  centre,  mais  fixes  au  dedans  du 
corps,  et,  par  conséquent,  de  positions  variables  à  l'égard  des  axes 
des  ^,  Y],  t,  il  s'ensuit  que,  pour  avoir  les  expressions  de  Ç,  -q,  'C  en  a, 
h,  c,  il  n'y  aura  qu'à  transformer  de  la  manière  la  plus  générale  ces 
coordonnées  dans  les  autres. 

Pour  cela,  nous  nommerons  w  l'angle  que  le  plan  des  coordonnées  a, 
b  fait  avec  celui  des  coordonnées  ^,  •/],  et  '\i  l'angle  que  l'iutersection 
de  ces  deux  plans  fait  avec  l'axe  des  ^;  enfin  nous  désignerons  par  ç 
l'angle  que  l'axe  des  a  fait  avec  la  même  ligne  d'intersection  :  ces  trois 
quantités  co,  t];,  cp  serviront,  comme  l'on  voit,  à  déterminer  la  position 
des  axes  des  coordonnées  a,  h,  c  relativement  aux  axes  des  coordon- 
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nées  ^,  Y),  'C;  et,  par  conséquent,  on  pourra,  par  leur  moyen,  exprimer 
ces  dernières  en  fonction  des  autres. 

Si,  pour  fixer  les  idées,  on  imagine  que  le  corps  proposé  soit  la 
Terre,  que  le  plan  des  ab  soit  celui  de  l'équateur,  et  que  l'axe  des  a 
passe  par  un  méridien  donné;  que,  de  plus,  le  plan  des  ?•/]  soit  celui 
de  l'écliptique,  et  que  l'axe  des  ^  soit  dirigé  vers  le  premier  point 
à'Aries,  il  est  clair  que  l'angle  co  deviendra  l'obliquité  de  l'écliptique, 
que  l'angle  i|;  sera  la  longitude  de  l'équinoxe  d'automne,  ou  du  nœud 
ascendant  de  l'équateur  sur  l'écliptique,  et  que  a  sera  la  distance  du 
méridien  donné  à  cet  équinoxe. 

En  général,  cp  sera  l'angle  que  le  corps  décrit  en  tournant  autour  de 
l'axe  des  coordonnées  c,  axe  qu'on  pourra,  à  cause  de  cela,  appeler 
simplement  Vaxe  du  corps;  90°—  w  sera  l'angle  d'inclinaison  de  cet 
axe  sur  le  plan  fixe  des  coordonnées  ^,  yj;  et  i|;  —  90°  sera  l'angle  que 
la  projection  de  ce  même  axe  fait  avec  l'axe  des  coordonnées  \. 

Cela  posé,  supposons  d'abord  que  l'on  change  les  deux  coordon- 
nées a,  b  en  deux  autres  a',  b',  placées  dans  le  même  plan,  de  telle 
manière  que  l'axe  des  a'  soit  dans  l'intersection  des  deux  plans,  et  que 
celui  des  b'  soit  perpendiculaire  à  cette  intersection;  on  aura 

a' T^  a  coso  —  h  sincp,         b' ^=.  b  cosa  -I-  a  sino. 

Supposons  ensuite  que  les  deux  coordonnées  b' ,  c  soient  changées 
en  deux  autres  6",  c' ,  dont  l'une  b"  soit  toujours  perpendiculaire  à 
l'intersection  des  plans,  mais  soit  placée  dans  le  plan  des  ^yj,  et  dont 
l'autre  c' soit  perpendiculaire  à  ce  dernier  plan;  on  trouvera  pareille- 
ment 

6"=  h'  cosm  —  c  sinw,         c'  z^c  cosw  +  h'  sinco. 

Entin,  supposons  encore  que  l'on  change  les  coordonnées  a! ,  b",  qui 
sont  déjà  dans  le  plan  des  \r\,  en  deux  autres  a",  b'" ,  placées  dans  ce 
même  plan,  mais  telles  que  l'axe  des  a"  coïncide  avec  l'axe  des  i;  on 
trouvera  de  la  même  manière 

«"  =  a'  cosdj  —  b"  sinij',         6'"=  b"  cos'|  +  a'  siin}>. 
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Et  il  est  visible  que  les  trois  coordonnées  a",  h'" ,  c'  seront  la  même 
chose  que  les  coordonnées  '%,  y],  (^,  puisqu'elles  sont  rapportées  aux 
mêmes  axes;  de  sorte  qu'en  substituant  successivement  les  valeurs 
de  a! ,  h" ,  h',  on  aura  les  expressions  de  ?,  r,,  X,  en  a,  b,  c,  lesquelles 
se  trouveront  de  la  même  forme  que  celles  de  l'article  1,  en  supposant 

^'  ==+  costp  cos'i;  —  sino)  sinij;  cosw, 
^"  = —  sincp  cos'\i  —  cos<î)  sirnL  cosu, 
4"  =  +  sirnj;  sin&j, 

Yi'  ==-)-  cosip  siniL  +  sino  cos'|  cosu, 
Y)"  =  —  sincp  sin-ji  -t-  cos©  cos']^  costo, 
r)"'= — cos'isin&j, 

Ç'  =: -H  sincp  sintij, 
Ç"  =  -+-  coscp  sinco, 
r"  =  +  cos&j. 

Ces  valeurs  satisfont  aussi  aux  six  équations  de  condition  de  l'ar- 
ticle 3,  ainsi  qu'à  celles  de  l'article  5,  et  résolvent  ces  équations  dans 
toute  leur  étendue,  puisqu'elles  renferment  trois  variables  indétermi- 
nées cp,  4^,  co. 

En  substituant  ces  valeurs,  les  expressions  des  coordonnées  ^,  y],  '( 
deviennent  plus  simples;  mais  il  est  utile  d'y  conserver  les  coeffi- 
cients ^',  Y]',  C.  ■■•>  pour  maintenir  la  symétrie  dans  les  formules  et 
en  faciliter  les  réductions. 

8.  Comme  les  quantités  ^',  •/]',  C'  sont  des  valeurs  particulières  de 
^,  Y),  Ç,  elles  doivent  satisfaire  aux  équations  différentielles  de  l'ar- 
ticle 1  entre  ces  dernières  variables;  ainsi  l'on  aura 

dE,'=!;'dM  —  r,'  dN,         dn'=l' d^  —  Ç dL,         d>:'=:n'dL~^'dM., 
et  l'on  aura  de  même 

d^"  =  Z"  dm  —  n"  d'N,         dn"  =  ^"  dN  —  C"  dL,        dZ"  =  n"  dL—  'E,"  dM, 
di;'—^"dm—ri''d^,        d-n"=k"'di^-K"'dL,         dX'"  =  n"  dL  —  ^"' dM-. 
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De  là  on  peut  tirer  facilement  les  valeurs  des  quantités  dL,  dM,  c/N 

en  fonctions  de  l',  -q',  'Ç,  ^" En  effet,  si  l'on  ajoute  ensemble  les 

valeurs  de  d'C,  d'C",  d'Ç",  après  les  avoir  multipliées  par  y]',  yj",  y]'",  on 
aura,  en  vertu  des  équations  de  condition, 

dh  =:  -fi'  dt,'  +  ■(]"  dt,"  -i-  -ri"  dt,'" . 

On  trouvera  de  même,  en  multipliant  di' ,  di",  d'i^"  par  'Q ,  '(",  V" ,  et  dr^, 
dr{',  d-ri"  par  \' ,  i",  ^"', 

dU  =  Ç'  «'^'  +  K"  dil'  -h  Ç'"  d^\ 
d^  =-l' dn'  -+-  X'  dn"  + 1"'  dn'". 

Ayant  ainsi  les  valeurs  de  dL,  c/M,  c/N  en  fonctions  de  "Ç,  '(",  C" 

si  l'on  y  substitue  les  valeurs  de  ces  dernières  quantités  en  fonctions 
des  angles  (^,  'ji,  co  (art.  7),  on  aura,  après  les  réductions,  ces  expres- 
sions assez  simples 

dL  =  sini}'  sinu  t/œ  +  cosd/  û?u,  . 
<iM  = — cos4' sioùj  rfç -t- sin4"^co, 
(^N  =:  cosw  do  4-  f/'^. 

9.  L'axe  autour  duquel  le  système  peut  tourner  en  décrivant 
l'angle  cp,  et  dont  la  position  dépend  des  deux  angles  ;];  et  co,  est 
supposé  fixe  dans  le  système  et  mobile  dans  l'espace;  mais  nous 
avons  vu,  dans  la  Section  HT  de  la  P"  Partie  (art.  11  et  12),  qu'il  y  a 
toujours  un  axe  autour  duquel  le  système  tourne  réellement  dans 
chaque  instant,  et  que  nous  avons  nommé  axe  instantané  de  rotation. 
On  peut  déterminer  aussi  la  position  instantanée  de  cet  axe,  ainsi 
que  l'angle  élémentaire  de  la  rotation,  par  des  angles  analogues  aux 
angles  '|,  co,  ç,  et  que  nous  désignerons  par  i];,  co,  <p;  car,  les  expres- 
sions de  dL,  c?M,  rfN  étant  générales  pour  telle  position  qu'on  veut 
de  l'axe  de  rotation  ç,  elles  auront  lieu  aussi  pour  l'axe  instantané  de 
rotation  en  y  changeant  ^J^,  co,  ç  en  tj^,  co,  cp.  Mais,  comme  la  propriété 
de  ce  dernier  axe  est  d'être  immobile  pendant  un  instant,  il  faudra  que 
les  différentielles  d^,  diù,  dues  au  changement  de  position  de  cet  axe, 
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soient  nulles;  de  sorte  qu'on  aura  pour  l'axe  dont  il  s'agit 

sin  li  sinw  do  =  dL, 

cos  'Il  sin  «  do  =  —  dM, 

cos  &j  oftp  ^  cfiN  ; 
d'où  l'on  tire 


P      dL 

-      dM. 

s  *~"  — —  ' 

Y)  ^^  — 3-; 

d(ft 

d(^ 

d(f  =  \JdL^  -H  c/M-  -t-  dK-  ; 

c'est  l'angle  de  la  rotation  instantanée  que  nous  avons  dénoté  par  f/8 
dans  l'endroit  cité  de  la  I'''  Partie. 

On  aura  ensuite  la  position  de  cet  axe  par  les  deux  angles  co  et  v};; 
mais,  pour  le  rapporter  aux  axes  fixes  des  ?,  t],  'Ç,  il  suffit  de  consi- 
dérer qu'ayant  pris  l'axe  des  c  pour  l'axe  de  rotation,  on  a,  pour  tous 
les  points  de  cet  axe,  a  =  o,  b  =  o;  donc,  si  l'on  désigne  par  ^,  yj,  Z 
les  coordonnées  qui  répondent  au  point  où  c  est  égal  à  i,  et  qui  sont 
en  même  temps  les  cosinus  des  angles  que  l'axe  de  rotation  fait  avec 
les  trois  axes  des  i,  -q,  'C,  on  a,  par  les  formules  de  l'article  8, 

c?cp 

En  effet,  ces  valeurs  de  ^,  y],  ^  rendent  nulles  celles  de  leurs  diffé- 
rentielles, comme  on  le  voit  par  les  formules  de  l'article  1,  ce  qui 
est  la  propriété  de  tous  les  points  de  l'axe  instantané  de  rotation,  et 
par  laquelle  nous  avons  déterminé  cet  axe  dans  la  Section  III  de  la 
I"^  Partie. 

On  voit  par  là  que  les  quantités  dL,  dM,  dN  répondent  exactement 
aux  angles  de  rotation  que  nous  avons  dénotés  par  f/'^,  c/w,  r/ç  dans  la 
Section  que  nous  venons  de  citer,  et  que  nous  avons  conservés  dans  la 
Section  III  ci-dessus. 

10.  Si,  maintenant,  on  substitue  ces  mêmes  valeurs  de  ^,  y],  'C  dans 
les  expressions  générales  de  a,  b,  c  de  l'article  5,  à  la  place  de  ^,  -q,  'C, 
on  aura  les  valeurs  des  coordonnées  a,  b,  c  qui  répondent  à  l'axe 
instantané  de  rotation,  et  que  nous  désignerons  par  a,  h,  c.  Ainsi, 
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en  faisant,  pour  abréger, 

^P  r=  l'  clL  +  W  clM  +  C'  ^N, 

dQ  =z  ^"  dL  -i-  -o"  dM  -+-  Z"  dN, 
dn  =  t,"'dL  -+-  ■n"'dM  +  C"'c?N, 

ce  qui  donne,  par  les  équations  de  condition  de  l'article  5, 

dP-  +  dQ^+dR^—dU--^dM^+dW^df\ 

on  aura 

-       dP  r      dQ  -      dR 

«=^^)  0=-^r3  C=-^^, 

dw  do  do 

expressions  entièrement  semblables  à  celles  des  f,  y],  Ç,  dans  les- 
quelles on  voit  que  les  quantités  dP,  dQ,  dR  {')  répondent  aux  quan- 
tités dL,  dM,  f/N.  Et  ces  valeurs  de  a,  b,  c  seront  pareillement  les 
cosinus  des  angles  que  l'axe  de  rotation  fait  avec  les  axes  des  coordon- 
nées a,  b,  c. 

11.  Pour  avoir  les  valeurs  de  rfP,  r/Q,  dR  exprimées  par  les 
variables  ^',  rj',  "C,  ^",  . . . ,  il  ne  s'agira  que  de  substituer  à  la  place 
de  dL,  o?M,  f/N  les  valeurs  données  dans  l'article  8.  Mais,  pour  obtenir 
les  formules  les  plus  simples,  il  conviendra  de  mettre  ces  dernières 
valeurs  sous  la  forme  suivante,  qui  est  équivalente  à  celle  de  l'article 
cité  en  vertu  des  équations  de  condition  données  à  l'article  5, 

2  6?L  =::  -o'd^'  +  ri'dï,"  H-  1]'" dt,'"  —  Ç'  dri' —  Ç"  dn" —  Ç'"  di)'" , 
2  f/M  =  r  dl'  +  K"  dl^'  +  r  rf^'"  -  ^'  rfÇ'  -  ^"  d^'  -  ?'"  rfÇ'", 

2  <^N  =:  ^'  (in'-l-  5"  C?Y)"-|-  ^"'  d-Ci"  —  Y)'  rf^'  —  Y)"  C?^"  —  Yî'"  c?^'". 

On  aura  ainsi,  en  substituant  et  ordonnant,  les  termes 

2  rfP  =+  iX  -fl"—  r;'|"  )  rfC"  +  (t'  ■'î'"—  -l'^'"  )  d'Ç' 
+  (C  ^"  -  r  Ç"  )  c?-o"+  (C  ^"'  -  ?'  Ç'"  )  d-n" 

+  (ri'ç"  -  r  -o")  c??"  +  (vi'r  -  r  ï)'")  ^r; 

C)  Il  faut  bien  remarquer  que  Lagrange  définit  ici  les  quantités  6?P,  c?Q,  r/R,  sans  s'in- 
quiéter de  savoir  si  les  expressions  auxquelles  il  donne  ce  nom  sont  intégrables,  en  sorte 
qu'il  n'existe,  en  réalité,  aucune  fonction  des  variables  actuelles  qui  puisse  représenter  P, 
Q,  R.  Cette  remarque  est  essentielle  pour  l'intelligence  de  l'article  la,  page  199. 

(/.  Bertrand.  ) 
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ce  qui  se  réduit,  par  les  formules  de  l'article  6,  à 

2dP  =  Ç"'rfÇ"—  Ç"afÇ"'H-  n"'d-n"—  ■n"dn"'-h  ^'"dS,"—  'i"dl"', 

et  enfin,  par  les  trois  équations  de  condition  de  l'article  5  différentiées, 
à  cette  expression  simple 

dP  =  t,"'d^"+  ■n'"dn"-i-  Ç"'<fÇ"; 
et  l'on  trouvera,  de  la  même  manière, 

dQ  —  l'  d^"'-h  v'  dv"'-h  K'  dZ'", 
dR  =  'E,"dt,'  -+-  -rî' d-n'  4-  ?"  (K . 

Si  l'on  substitue  pour  ^',  '%' ,  E'",  ...  leurs  valeurs  en  '|,  w,  '^  de  l'ar- 
ticle 7,  on  a,  après  quelques  réductions, 

dP  zi;  sin^  sinw  d'h  +  costp  «r/co, 
o?Q  =  cos  9  sin  6j  (f'I  —  sin  o  «fco, 
c?R  =  c?a3  H-  cos  w  rf(J;. 

12.  Il  est  facile  de  se  convaincre  que  ces  valeurs  de  a,  h,  c  rendent 
également  nulles  les  différentielles  des  coordonnées  '%,  yj,  'C;  car,  en  dif- 
férentiant  et  faisant  d\  =  o,  c/y)  =  o,  d'C  =  o  dans  les  formules  de 
l'article  1,  changeant  ensuite  a,  b,  c  en  a,  b,  c,  pour  les  rapporter  à 
l'axe  instantané  de  rotation,  on  a  les  trois  équations 

a  dl'  -h  b  dt,"  ■+-  c  d'il"  =  O' 
a  drî  -^li  dn"+  c  <in"'=  o, 
adli'  -h  b  dCl'  +  c  c?Ç"'  ^  o. 

En  les  ajoutant  ensemble,  après  les  avoir  multipliées  successivement 
par  ^',  Y]',  'C,  par  ^",  yj",  "C  et  par  ^"',  y]'",  C",  et  ayant  égard  aux  équa- 
tions de  condition  de  l'article  2,  on  a 

1(^1!  d^'+  -n'  d-n"+  Ç'  dt.")  +  c  (Ç'  c?S"'+  n'  f/-/)"'4-  Ç'  <iÇ"')  =  o, 
a (  J"  rf^'  +  ■/)"  rfïî'  +  Ç"  c?C'  )  -h  c  ( ^"  f^?"'+  -o"  d-n"'+  K"  cK" )  =  o, 
â(f'4'  +  Y)'Vfl'+  r'rfÇ'  )  +  ~b  (£"'£/^"+  ■fl"VY]"+  Ç'VÇ"  )  =  o. 
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En  ayant  ensuite  égard  aux  trois  autres  équations  de  condition  de 
l'article  5,  et  supposant  les  valeurs  de  dP,  clQ,  dR  données  ci-dessus, 
ces  trois  équations  deviennent 

cdQ  —  bdR  =  o,  âdR  —  cdP  =  0,  bdP  —  âdQ  =  o, 

auxquelles  satisfont  évidemment  les  valeurs  a,  b,  c  données  ci-dessus. 

13.  De  même  que  les  quantités  JL,  (/M,  rfN  servent  à  exprimer  d'une 
manière  uniforme  les  différentielles  des  quantités  \' ,  l",  ^"',  ...,  comme 
on  l'a  vu  dans  l'article  8,  on  peut  aussi  exprimer  ces  différentielles  par 
les  quantités  dP,  r/Q,  dR. 

En  effet,  si  l'on  prend  les  trois  équations 

l'  dt,'-h  -n'  d-n'+  Ç'  c?Ç'=  o, 
£"  (5?>'+  Y)"  dn'+  C"  rfÇ'=r  dW, 
t'"dt,''\-  -ri'" d-ri' -h  t^'"dti'=  —  cZQ, 

et  qu'on  les  ajoute  ensemble  après  les  avoir  multipliées  successive- 
ment par  ^',  ^",  l'",  par  yj',  •^",  -q",  et  par  'C,  C",  C",  on  aura  tout  de  suite, 
parles  équations  de  condition  de  l'article  5, 

f/ï' =rrfR  — ?"'rfQ, 
d-/)'  =  -n"  dR  —  Y]'"  dQ, 
dZ'  =  Ç"  <^R  —  Ç'"  dQ. 

De  même,  les  trois  équations 

£'  d'^"-h  n'  d-f]"-^  Ç'  dZ"^  —  dR, 
^"d^"^-n"d-n"+K"d!:"—o, 
^"'d^"+  n"'di)"+  r  f/C"=  dV, 

étant  multipliées  successivement  par  ^',  'i",  ^"',  y]',  y]",  tj'",  et  par  "C,  'C, 
'C'",  et  ensuite  ajoutées  ensemble,  donneront,  par  les  mêmes  équations 

de  condition, 

d^'  —  X"  dP  —  4'  dR, 

d-fi"  :=  -fi'"  dP  —  n'  dR, 
dZ"  =  Z'"  dP  —  Z'dR. 
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Enfin  les  équations 

4'  (K^"+  -rf  d-n"'+  Ç'  «?Ç"'=  rfQ,  ' 

4'" 6?^'"+  ■o"'f/-/i"'H-  Ç'"f/C"'=  o 

donneront  de  la  même  manière 

rf^'"  =  4'  t/Q  -  4"  rfP, 
rfr)"'=  ïi'  c?Q  —  r/'  c?P, 
rfC'"  =  Ç'  c/Q  —  t"  dP. 

14.  Par  le  moyen  de  ces  formules,  on  peut  représenter  d'une  ma- 
nière fort  simple  les  variations  des  coordonnées  \,  y],  C,  lorsqu'on  veut 
considérer  à  la  fois  le  changement  de  situation  du  système  autour  de 
son  centre  et  le  changement  des  distances  mutuelles  des  points  du  sys- 
tème. Pour  cela,  il  est  clair  qu'il  faut  différentier  les  expressions  de  ^, 
Y],  'Q,  en  regardant  en  même  temps  comme  variables  toutes  les  quan- 
tités \',  Y]',  'C,  Y]",  ...,  ainsi  que  a,  b,  c;  ce  qui  donne 

d£,  =^  adE,'  -h  b  d'^"  +  c  d'^'"  +  t,'  da  -h  |"  db  -+- 1.'"  de, 
dc]  ^  a  do' -\-  b  dri" -h  c dr\" -{-  -rî da  -H  -a" db  H-  ■()'" de, 
dt,  ■=adt,'  -[-  b  dt,"  -+-  c  dt,'"  -i- i^'  da  +  Ç"  db  +  Ç'"  de  ; 

substituant  les  expressions  de  dl',  d-q',  dQ ,  d\" ,  ...  qu'on  vient  de 
trouver,  et  faisant,  pour  abréger, 

da'^=  da  -\-  c  dQ  —  b  dR, 
dh'=z  db  +  adR  —  c  dP, 
de'  =idc  -\-  b dP  —  a  dQ, 

on  aura  ces  formules  différentielles  très  simples, 

dE,  =:  ç'  da'-]-  S,"  db'-\-  'c,"  de' , 
df]  ^  -n'  da' -\-  n"  db'-\-  ■(]'"  de' , 
dt,  =  Ç'  da'->r-  K"  db'-\-  Ç'"  de'. 

Et  si  l'on  différentié  ces  expressions,  qu'on  y  substitue  de  nouveau 
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pour  rf^',  d-rî ,  ctÇ ,  d\" ,  ...  les  valeurs  trouvées  ci-dessus,  et  qu'on  fasse 
encore,  pour  abréger, 

d''  a"=z  d^  a' -h  de'  dQ  —  db'dR, 
d'-  h"—  d^  è'H-  dcû rfR  —  de'  d^, 

d"^  c"  ^z  d-  c'  +  db'  dV  —  da'  dQ , 

on  aura  les  difFérentielles  secondes 

d-^i  =1'  d- «"-+-  ^"  d-^ b"-h  1"  d^ c", 
d-t)  ^fi'  d^  a" -h  -n" d-  b" -+-  Y) '"  d^ c" , 
d-'Z  --=  r  d'à" -h  Ç"  d^b"-h  t.'"  d-c". 

On  voit  que  ces  différentielles  premières  et  secondes  sont  sem- 
blables aux  expressions  finies  de  E,  yj,  "(  (art.  1),  et  que  les  quantités 
^',  T]',  '(,' ,  \" ,  ...  y  entrent  de  la  même  manière;  il  en  serait  de  même 
des  différentielles  de  tous  les  autres  ordres,  ce  qui  rend  l'emploi  des 
quantités  d^,  f/Q,(/R  très  avantageux  dans  les  calculs  relatifs  à  la  rota- 
tion. 

15.  Mais  il  y  a  une  remarque  importante  à  faire  sur  l'emploi  de  ces 
quantités  :  c'est  que,  quoiqu'elles  se  présentent  sous  la  forme  différen- 
tielle, on  se  tromperait  en  les  traitant  comme  telles  dans  les  différen- 
tiations  relatives  à  la  caractéristique  S.  Ainsi  il  n'est  pas  permis  de 
changer  simplement  SrfP  en  d^V,  ...  dans  la  valeur  ST. 

Nous  observerons  d'abord  que  rien  n'empêche  de  changer  dans  les 
formules  différentielles  de  l'article  13  la  caractéristique  d  en  o,  ce  qui 
introduira,  dans  les  valeurs  des  variations  S^',  âr]',  8'C,',  S^",  . . .,  les  trois 
indéterminées  SP,  SQ,  SR,  qui  serviront  à  réduire  toutes  ces  variations 
à  trois  arbitraires. 

Ainsi,  ayant  trouvé  (art.  13) 

dP  =  |"V?"-h  rrdn''^  ^'"dt:", 
on  aura  de  même,  en  changeant  d  en  S, 

ÔP  =  '^"'ê'i"-h  Yi"'ôr/'+  Ç"'ôC", 

et  ainsi  des  quantités  dQ,  dR,  qui  deviendront  âQ  et  SR. 
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Maintenant  on  aura,  en  différentiant  dP  suivant  S, 

èdP  =  '£,"'§d^"-hri"'3dv"-\-  Z"'SdZ"+  S'i"'dl"-{-  èn"'d-f]"+  ôÇ"'^Ç", 
et,  en  différentiant  SP  par  d, 

d  oP  =  ^"'  d  ô^"+  •/)'" d  ôvi"-+-  Ç'" d  âÇ"+  d'^"  ag"-i-  t/n'"  Ô-r)"-t-  ^Ç'"  ÔÇ". 

Mais  Of/^",  Sf/ïj",  S(i(^"  sont  la  même  chose  que  dZi,",  dhr(',  dKQ', 
parce  que  les  quantités  'i",  r(',  "C"  sont  des  variables  finies;  donc  on 
aura 

Ô  dV  —  f/  <5P  =  +  ô^'"  «/^"+  ô-fl'"  dn"-+-  ôÇ'"  </Ç" 
—  f/?'"  èl"—  dn"  è-n"~  dZ,"  ÔÇ". 

Substituons  pour  d'i",  d-r( ,  d'Ç"  et  c/;'",  rf-/]"',  rf'C"  leurs  valeurs  en  (/P,  c/Q, 
rfR  (art.  13),  et  pour  o?",  Syj",  o'C",  S^'".  '^y]'",  Si^'"  les  valeurs  analogues  qui 
viennent  du  changement  de  la  caractéristique  c/ en  §;  on  aura,  par  les 
équations  de  condition  de  l'article  2, 

â^'"  rf4"4-  â-r)'"  d-n"-\-  ôÇ'"  f/Ç"=:  -  ôQ  d\\, 

d'^"  0^"+  ^-,1'"  â-fl"+  dt!"  âÇ"  ==  —  rfO  ÔR  ; 
donc 

ô  rfP  =  rfôP  +  f/Q  ÔR  —  <r/R  aQ. 

Et,  par  un  calcul  semblable,  on  trouvera 

à  dQ  —dSQ-]-  dR  dP  —  f/P  âR, 
SdR=^d  ÔR  +  f/P  ÔQ  -  f/Q  aP . 

Ici  se  termine  ce  que  l'on  a  pu  trouver  d'entièrement  aciievé  sur  le  mouvement  de  rota- 
tion dans  les  manuscrits  de  M.  Lagrange.  Nous  nous  proposons  de  continuer  ce  Chapitre 
avec  les  paragraphes  de  l'ancienne  édition,  en  profitant  de  plusieurs  changements  indiqués 
dans  l'exemplaire  de  M.  Lagrange.  Nous  renfermerons  dans  une  Note  placée  à  la  fm  du 
Volume  quelques  fragments  relatifs  à  ce  sujet,  qui  devaient  servir  de  matériaux  à  un  para- 
graphe sur  les  équations  générales  du  mouvement  de  rotation  d'un  système  quelconque  de 
corps;  ils  sont  dans  un  état  trop  incomplet  pour  entrer  dans  le  texte,  et  cependant  les 
géomètres  regretteraient  de  ne  pas  les  connaître. 

(  Note  de.'!  e'diteur.t  de  la  deuxième  édition .  ) 
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§  II.    —   Equations  pour  le  mouvement  de  rotation  d'un  corps   solide 
animé  par  des  forces  quelconques. 

16.  Nous  venons  de  voir  dans  le  paragraphe  précédent  que,  quelque 
mouvement  que  puisse  avoir  un  corps  solide,  ce  mouvement  ne  peut 
dépendre  que  de  six  variables,  dont  trois  se  rapportent  au  mouvement 
d'un  point  unique  du  corps,  que  nous  avons  appelé  le  centre  du  sys- 
tème (')  et  dont  les  trois  autres  servent  à  déterminer  le  mouvement  de 
rotation  du  corps  autour  de  ce  centre.  D'où  il  suit  que  les  équations 
qu'il  s'agit  de  trouver  ne  peuvent  être  qu'au  nombre  de  six  au  plus;  et 
il  est  clair  que  ces  équations  peuvent,  par  conséquent,  se  déduire  de 
celles  que  nous  avons  déjà  données  dans  la  Section  III,  §§  I  et  II,  les- 
quelles sont  générales  pour  tout  sj^stème  de  corps.  Mais,  pour  cela,  il 
faut  distinguer  deux  cas,  l'un  quand  le  corps  est  tout  à  fait  libre, 
l'autre  quand  il  est  assujetti  à  se  mouvoir  autour  d'un  point  fixe. 

17.  Considérons  d'abord  un  corps  solide  absolument  libre;  prenons 
le  centre  du  corps  dans  son  centre  même  de  gravité,  et  nommant  x' , 
y,  -'  les  trois  coordonnées  rectangles  de  ce  centre,  m  la  masse  entière 
du  corps,  Dw  chacun  de  ses  éléments,  et  X,  Y,  Z  les  forces  accéléra- 
trices qui  agissent  sur  cet  élément  suivant  les  directions  des  mêmes 
coordonnées;  nous  aurons,  en  premier  lieu,  ces  trois  équations 
(Sect.  III,  art.  3) 

§  X  Uni  ^  o. 


d^.r' 
''  ~dt^ 

d'y' 
dt- 


Syd 


m  =  o, 


m  — p^-  -i-  >  Z  Mm  =  o, 
df-        ^ 

dans  lesquelles  la  caractéristique  ^  dénote  des  intégrales  totales  rela- 
tives à  toute  la  masse  du  corps;  et  ces  équations  serviront,  comme  l'on 
voit,  à  déterminer  le  mouvement  du  centre  de  gravité. 

(')  On  lit  dans  la  première  édition  :  le  centre  du  corps.  (/.  Bertrand.) 
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En  second  lieu,  si  l'on  désigne  par  t,,  ■/],  'C  les  coordonnées  rectangles 
de  chaque  élément  Bm,  prises  depuis  le  centre  de  gravité  et  parallèles 
aux  mêmes  axes  des  coordonnées  ce',  y',  z'  de  ce  centre,  on  aura  ces 
trois  autres  équations  (Section  citée,  art.  12) 


S 


s 


d-Z,  d--(]  \ 


Or  nous  avons  prouvé,  dans  le  paragraphe  précédent,  que  les  valeurs 
des  quantités  H,  y],  'C  sont  toujours  de  cette  forme 

l  =  ai;  +  b^'  +  c}l" , 
■/]  =r  arj'+  bri"-i-  en'", 

et  nous  y  avons  vu  que,  pour  les  corps  solides,  les  quantités  a,  b,  e 
sont  nécessairement  constantes  par  rapport  au  temps  et  variables 
uniquement  par  rapport  aux  différents  éléments  D/«,  puisque  ces 
quantités  représentent  les  coordonnées  rectangles  de  chacun  de  ces 
éléments,  rapportées  à  trois  axes  qui  se  croisent  dans  le  centre  du 
corps  et  qui  sont  fixes  dans  son  intérieur;  qu'au  contraire  les  quan- 
tités \' ,  ^",  . . .  sont  variables  par  rapport  au  temps,  et  constantes  pour 
tous  les  éléments  du  corps,  ces  quantités  étant  toutes  des  fonctions  de 
trois  angles  œ,  i|,  w  qui  déterminent  les  différents  mouvements  de 
rotation  que  le  corps  a  autour  de  son  centre.  Si  donc  on  fait,  dans 
les  équations  précédentes,  ces  différentes  substitutions,  en  ayant  soin 
de  faire  sortir  hors  des  signes  §  les  variables  ç>,  (|/,  co  et  leurs  diffé- 
rences, on  aura  trois  équations  différentielles  du  second  ordre  entre 
ces  mêmes  variables  et  le  temps  /,  lesquelles  serviront  à  les  déterminer 
toutes  trois  en  fonctions  de  /. 

Ces  équations  seront  semblables  à  celles  que  M.  d'Alembert  a  trou- 
vées le  premier,  pour  le  mouvement  de  rotation  d'un  corps  de  figure 
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cfuelconque,  et  dont  il  a  fait  un  usage  si  utile  dans  ses  recherches  sur 
la  précession  des  équinoxes. 

Par  cette  raison,  et  parce  que  d'ailleurs  la  forme  de  ces  équations 
n'a  pas  toute  la  simplicité  dont  elles  sont  susceptibles,  nous  ne  nous 
arrêterons  pas  ici  à  les  détailler;  mais  nous  allons  plutôt  résoudre 
directement  le  problème,  par  la  méthode  générale  de  la  Section  IV, 
laquelle  donnera  immédiatement  les  équations  les  plus  simples  et  les 
plus  commodes  pour  le  calcul. 

18.  Pour  employer  ici  cette  méthode  de  la  manière  la  plus  générale 
et  la  plus  simple,  on  supposera,  ce  qui  est  le  cas  de  la  nature,  que 
chaque  particule  Dm  du  corps  soit  attirée  par  des  forces  P,  Q,B.,  . . ., 
proportionnelles  à  des  fonctions  quelconques  des  distances  p,  q,  r,  . . . 
de  la  même  particule  aux  centres  de  ces  forces,  et  on  formera  de  là  la 
quantité  algébrique 

n  =/(  P  dp+Qd^  +  Rdl--h...). 
On  considérera  ensuite  les  deux  quantités 

en  rapportant  la  caractéristique  intégrale  §  uniquement  aux  éléments 
J)m  du  corps  et  aux  quantités  relatives  à  la  position  de  ces  éléments 
dans  le  corps. 

On  réduira  ces  deux  quantités  en  fonctions  de  variables  quelconques 
^,  (ji,  (p,  . . .,  relatives  aux  divers  mouvements  du  corps,  et  l'on  en  for- 
mera la  formule  générale  suivante  (Sect.  IV,  art.  10) 

ax  _  ôT     âv 

â  d<lj)         ôij;         oi|/ 

èT   _  âT       âv^ 
ô  d<f        dw        d(a  , 
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Si  les  variables  ^,  '|/,  o,  ...  sont,  par  la  nature  du  problème,  indé- 
pendantes entre  elles  (et  l'on  peut  toujours  les  prendre  telles  qu'elles 
le  soient),  on  égalera  séparément  à  zéro  les  quantités  multipliées  par 

chacune  des  variations  indéterminées  â^,  8'\i,  09 et  l'on  aura  ainsi 

autant  d'équations  entre  les  variables  ?,  'J;,  o,  ...  qu'il  y  aura  de  ces 
variables. 

Si  les  variables  dont  il  s'agit  ne  sont  pas  tout  à  tait  indépendantes, 
mais  qu'il  y  ait  entre  elles  une  ou  plusieurs  équations  de  condition,  on 
aura,  par  la  différentiation  de  ces  équations,  autant  d'équations  de 
condition  entre  les  variations  0^,  S'},  8zi,  .. .,  par  le  moyen  desquelles 
on  pourra  réduire  ces  variations  à  un  plus  petit  nombre. 

Ayant  fait  cette  réduction  dans  la  formule  générale,  on  y  égalera 
pareillement  à  zéro  chacun  des  coefficients  des  variations  restantes;  et 
les  équations  qui  en  proviendront,  jointes  à  celles  de  condition  don- 
nées, suffiront  pour  résoudre  le  problème. 

Dans  celui  dont  il  s'agit  ici,  il  n'y  aura  qu'à  faire  usage  des  trans- 
formations enseignées  dans  le  paragraphe  précédent.  Ainsi  l'on  sub- 
stituera d'abord  x'-h^,  y'-h'f],  -'^- 'C.  au  lieu  de  x',  y,  :.;  ensuite 
a'^' -h  bl" -h  c^'" ,  a-q'-\-  h-ri"-h  c-q'",  a'Ç -h  b'C" -+■  c'Q" ,  au  lieu  de  ^,  -f],  'C 
(art.  1);  enfin,  mettant  pour  ^',  -q',  ...  leurs  valeurs  en  ç,  (];,  w  de  l'ar- 
ticle 7,  on  aura  les  quantités  T,  V  exprimées  en  fonctions  des  six  va- 
riables indépendantes  x',  y,  z',  o,  -j/,  u>,  à  la  place  desquelles  on 
pourra  encore,  si  on  le  juge  à  propos,  en  introduire  d'autres  équiva- 
lentes; et  chacune  d'elles  fournira,  pour  la  détermination  du  mouve- 
ment du  corps,  une  équation  de  cette  forme 

,  (3T        ÔT       oV 
0  cla        àa        oa. 

a.  étant  une  de  ces  variables. 

19.  Commençons  donc  par  mettre  dans  l'expression  de  T,  à  la  place 

de  X,  y,  z,  ces  nouvelles  variables  x'-[-\,  y' -^ '(],  -'+ 'C,  et,  faisant 
sortir  hors  du  signe  ^  les  x' ,  y',  z',  qui  sont  les  mêmes  pour  tous  les 
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points  (lu  corps,  puisque  ce  sont  les  coordonnées  du  centre  du  corps, 
la  fonction  T  deviendra 

dx'^'  -H  6^r'2  +  dz"^  n  „  C\  (  di,-  +  dry"  +  d'ex  ^ 


SB—S 


2  df-  O  O  \  2  dt' 

dx'  Q  dt,  \)m  -\-  dy'  Q  dr\  D/«  +  <i;'  Ji  dt,  D/ 


Cette  expression  est  composée,  comme  l'on  voit,  de  trois  parties, 
dont  la  première  ne  contient  que  les  seules  variables  x' ,  y' ,  z'  et  ex- 
prime la  valeur  de  T  dans  le  cas  où  le  corps  serait  regardé  comme  un 
point.  Si  donc  ces  variables  sont  indépendantes  des  autres  variables  H, 
Y],  *C,  ce  qui  a  lieu  lorsque  le  corps  est  libre  de  tourner  en  tous  sens 
autour  de  son  centre,  la  formule  dont  il  s'agit  devra  être  traitée  sépa- 
rément, et  fournira  pour  le  mouvement  de  ce  centre  les  mêmes  équa- 
tions que  si  le  corps  y  était  concentré;  ainsi  cette  partie  du  problème 
rentre  dans  celui  que  nous  avons  résolu  dans  les  Sections  précédentes, 
et  auquel  nous  renvoyons. 

La  troisième- partie  de  l'expression  précédente,  celle  qui  contient 
les  différences  dx',  dy',  dz'  multipliées  par  les  différences  di,  d-q,  d'C, 
disparait  d'elle-même  dans  deux  cas  :  lorsque  le  centre  du  corps  est 
fixe,  ce  qui  est  évident,  parce  qu'alors  les  différences  dx',  dy',  dz'  des 
coordonnées  de  ce  centre  sont  nulles;  et  lorsque  ce  centre  est  supposé 
placé  dans  le  centre  même  de  gravité  du  corps,  car  alors  les  intégrales 
§a'^D/?7,  '^dqBm,  ^d'CDm  deviennent  nulles  d'elles-mêmes.  En  effet, 
en  y  substituant  pour  d^,  dr\,  d'Q  leurs  valeurs  a  d'i' +  b  d\" -{- c d'i'" , 
a  dy]' -{- b  dy]" -h  c df]'" ,  a  d'C ~i- b  d'C" -h  c  d'C"  (article  précédent),  et  fai- 
sant sortir  hors  du  signe  §  les  quantités  d^',  d'i",  . ..,  qui  sont  indé- 
pendantes de  la  position  des  particules  dm  dans  le  corps,  chaque 
terme  de  ces  intégrales  se  trouvera  multiplié  par  une  de  ces  trois 
quantités,  ^a\)m,  ^bY)m,  ^cDm;  or  ces  quantités  ne  sont  autre 
chose  que  les  sommes  des  produits  de  chaque  élément  D/?2,  multiplié 
par  sa  distance  à  trois  plans  passant  par  le  centre  du  corps  et  perpen- 
diculaires aux  axes  des  coordonnées  a,  b,  c;  elles  sont  donc  nulles, 
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quand  ce  centre  coïncide  avec  celui  de  gravité  de  tous  les  corps,  par  les 
propriétés  connues  de  ce  dernier  centre.  Donc  aussi  les  trois  inté- 
grales ^diDm,  ^dTiI)m,^d'C,T)m  seront  nulles  dans  ce  cas. 

Dans  l'un  et  dans  l'autre  cas,  il  ne  restera  donc  à  considérer  dans 
l'expression  T  que  la  formule 


S 


I  d^'  +  d-n-  +  dK-\  „ 


qui  est  uniquement  relative  au  mouvement  de  rotation  que  le  système 
peut  avoir  autour  de  son  centre,  et  qui  servira  par  conséquent  à  déter- 
miner les  lois  de  ce  mouvement,  indépendamment  de  celui  que  le 
centre  peut  avoir  dans  l'espace. 

20.  Pour  rendre  la  solution  la  plus  simple  qu'il  est  possible,  il  est  à 
propos  de  faire  usage  des  expressions  de  di,  d-q,  dÇ,  de  l'article  14,  les- 
quelles donnent,  en  faisant  da  =^  o,  db  ^=  o,  de  =  o, 

d'i^--\-  dT\'+d'Q—  {cdQ  -  bdliy^  («f/R  —  cdPy--^iOdP  —  adoy- 

—  2bcdq  f/R  —  lac dP dK  —  iabdP dQ. 

Or,  les  quantités  a,  b,  c  étant  ici  les  seules  variables,  relativement 
à  la  position  des  particules  Dm  dans  le  corps,  il  s'ensuit  que,  pour 
avoir  la  valeur  de  ^{d^-  -h  d-i]'-'  -h  dÇ^)])m,  il  n'y  aura  qu'à  multiplier 
chaque  terme  de  la  quantité  précédente  par  Dm  et  intégrer  ensuite 
relativement  à  la  caractéristique  Q,  en  faisant  sortir  hors  de  ce  signe 
les  quantités  rfP,  f/Q,  f/R,  qui  en  sont  indépendantes.  Ainsi  la  quantité 
Dm  deviendra 


2  dt^- 

A  f/P^  +  B  dQ'-  +  C  dR'-  _  F  dQ  dl\  H-  G  dP  dR  +  H  dP  dQ 
2  dt'^  dl?  ' 

en  faisant,  pour  abréger, 

A=z:§(62+c^)I)/7z,         B  =  §(a2+c^)D/»,         C  =  §(«=+ i'-)Dw, 
F=§6cD;?i,  G=--§acD/«,  H=§«6I)w. 
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Ces  intégrations  sont  relatives  à  toute  la  masse  du  corps,  en  sorte 
que  A,  B,  C,  F,  G,  H  doivent  être  désormais  regardées  et  traitées 
comme  des  constantes  données  par  la  figure  du  corps. 

21.  Si  l'on  fait,  pour  plus  de  simplicité, 

c/P  _  dQ  _  ^  __  . 

~dt~^'  1Il~''^'  dt    ~    ' 

on  aura,  en  ne  considérant  dans  la  fonction  T  que  les  termes  relatifs  au 
mouvement  de  rotation, 

ï=  i  (A/J2+  B(/^+  Cr-)  —  Yqr  —  Gpr  —  llpq  ; 

ainsi,  T  n'étant  fonction  que  àep,q,r,  on  aura,  en  ditïérentiant  selon  o, 

ôT  =  ^r-  0»  -I-  ^r-  ôfl  H-  ^^  or. 
dp   ^        d<j  ai- 

Or,  par  les  formules  de  l'article  il,  on  a 

sino  sinw  d<h  +  cosc»  da 
P^~^ dt '—' 

ces  CD  siiifo  d'il  —  sino  dr,y 
cj  —  ^  ^  ^        - 


dt 

dw  -\-  CCS  co  d'ij 


dt 

donc  [dl  étant  toujours  constant) 


fd'V         dT    \  .        d'ï  ôdcD 


àT    .         .  àT  .  dJ  \  dddi 

—  sino  sin&j  +  ^^  coscp  sincj  +  ^—  coscj  )  — r^ 

dp  '  aq         ^  dr  }     dt 

dT    .  dT  dT    .      \  d'il  ôw 

dp  dq         ^  dr  J      dt 

'dT  dT   .      \êdoi 

^r— coso -—Sino     — ;— ; 

,  o/»        ^       dq        '  J    d( 
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d'où  l'on  aura  sur-le-champ,  pour  le  mouvement  de  rotation  du  corps, 
ces  trois  équations  du  second  ordre 

dr  _  ^      ,   ^      ,   ^'  _ 
dt         dp  '^  '^  dq  ^  ^  à(f  ^    ' 

jfdT   .        .           dT            .            dT  \ 

al  ^^— sin©  sinw  +  ^r—  cos©  sinco  H — r—  cosw  »,. 

\àp         dq  dr  J    ,    âV  _ 

dt  "^  a^  ~  ' 

,'dT  dT    .      \ 

''[d^'''''^-d^''''V       /dT   .  dT  dT   .      \d^       ÔV 


dt  \dp        '  àq        ^  dr  j  dt 

A  l'égard  de  la  quantité  V,  comme  elle  dépend  des  forces  qui  solli- 
citent le  corps,  elle  sera  nulle  si  le  corps  n'est  animé  par  aucune  force; 

I  1       ,     •  . , ,    ô  V    o  V    0  V  ,11 

ainsi,  dans  ce  cas,  les  trois  quantités  v-»  ^n-'  ^^  seront  nulles  aussi, 

'  03)        0'|l        OOJ 

et  la  seconde  des  trois  équations  précédentes  sera  intégrable  d'elle- 
même  ;  mais  l'intégration  générale  de  toutes  ces  équations  restera 
encore  fort  difficile. 

En  général,  puisque  V  =  §nDm,  et  que  II  est  une  fonction  algé- 
brique des  distances/j,  y,  . . .  (art.  18),  dont  chacune  est  exprimée  par 


en  désignant  par/,  g,  h  les  coordonnées  du  centre  fixe  des  forces,  il 
n'y  aura  qu'à  faire  dans  la  fonction  II  les  mêmes  substitutions  que  ci- 
dessus,  et,  après  avoir  intégré  relativement  à  toute  la  masse  du  corps, 
on  aura  l'expression  de  V  en  ç,  <\,  co,  d'oi^i  l'on  tirera  par  la  différentia- 

tion  ordinaire  les  valeurs  de  ^j  ^rr'  -^r-!  qui  sont  les  mêmes  que  celles 

ûa     ôi];     Ooj      -* 

.     dN    dN    àN    ^  .    ',  •    ,    ,      j-PP      iw 

de  T-'  -TT'  ■3--  Comme  ceci  n  a  point  de  difficulté,  nous  ne  nous  y 

dcj)     d'^    d(ji  ' 

arrêterons  point;  nous  remarquerons  seulement  que  les  équations  pré- 
cédentes reviennent  à  celles  que  j'ai  employées  dans  mes  premières 
recherches  sur  la  libralio/i  de  la  Lune. 

XII.  20 
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22  (').  Quoique  l'emploi  des  angles  cp,  '^,  œ  paraisse  être  ce  qu'il  y 
a  de  plus  simple  pour  trouver  par  notre  méthode  les  équations  de  la 
rotation  du  corps,  on  peut  néanmoins  parvenir  encore  plus  directe- 
ment au  but,  et  obtenir  même  des  formules  plus  élégantes  et  plus  com- 
modes pour  le  calcul  dans  plusieurs  cas,  en  considérant  immédiatement 
les  variations  des  quantités  dP,  dQ,  rfR  données  par  les  formules  de 
l'article  15,  savoir 

ôdP  =  ddP  +  dQ  ÔR  —  dRàQ, 
ddQ  =  d  ÔQ  +  dR  dP  ~  dP  oR, 
d  dR  —  d  ÔR  -h  dP  ÔQ  —  dQ  ÔP  ; 

substituant  ces  valeurs  dans  oT  et  mettant/»,  q,  r  pour  ^3  -—-,  -y-;  on 


dt    Oc     ât 


dT  fdSQ  .„ 

dT  fdâW  _  _\ 


Quant  aux  termes  relatifs  à  la  variation  de  V,  puisque  V  devient 
une  fonction  algébrique  de  E',  ^",  ?'",  y]',  . . . ,  après  la  substitution  de 
.r'  -H  a?'  +  b^"  -+-  c'i'",  y'  -\-  a-q'  -+-  bf]"  -h  c-r\" ,  z'  +  a'C  -I-  b'Ç  -h  cQ"  au 
lieu  de  x,  y,  z,  le  signe  intégral  ^  n'ayant  rapport  qu'aux  quantités  a, 
b,  c,  il  n'y  aura  qu'à  différentier  par  S  et  mettre  ensuite  pour  8^', 
0;",  . . .  leurs  valeurs  en  SP,  oQ,  SR;  ainsi,  puisque 

ÔV  _  dV  ÔV_^ 

à^'^à^''         è'E,"~d^"'  ■■■' 


(  '  )  Ce  paragraphe  est  un  de  ceux  qui  n'ont  pas  été  reproduits  tels  qu'ils  étaient  dans  la 
première  édition;  les  résultats  auxquels  on  parvient  sont  absolument  les  mêmes,  mais  la 
rédaction  est  simplifiée  par  le  renvoi  à  l'article  15,  qui  ne  se  trouve  pas  dans  la  première 
édition.  (J.   Bertrand.) 
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on  aura  dans  la  même  équation  les  termes  suivants  provenant  de  SV  : 

^  ( I"  ÔR  - 1'"  ÔQ  )  +  ^  (  1'"  ÔP  -  ?'  âR  ) 

+  ^  (  4'  ôQ  -  ?"  âP  )  +  ^.  (  -1"  ôR  -  -^^  '"  °'Q  ) 
-+- 

Donc  enfin,  rassemblant  tous  les  termes  multipliés  par  chacune  des 
trois  quantités  SP,  oQ,  oR,  on  aura  une  équation  générale  de  celte 

forme 

(P)  ôP -f- (Q)  ôQ -t- (R)  (5Rz=  o, 

dans  laquelle 


(I' 


,dT 

dp           dT 
dt    -^Ur- 

dT       ,,„  dY         „,  dY       ^„,  dY 

.    àY          „  àY           dY 

^   d'^"       ■"    d-n'"       ^  d%"' 

,dT 

àq            dT 

— 1-  /■ 

dt     ^     dp 

dT       ..,  ^V          ,  àY        ^,  dY 

I    ^,.           .    ^.^11                ^.^m                ^w;/ 

-,„  dY         ,„  àY            dY 

^   dl'       '^    an'       ^   à^'' 

^àT 

"^dT-          dT 

dt      ^Pdq- 

dT       ..„  dY          „  dY        ^„  dY 
dp           di;'             dv            dç 

,_,  àY           ,  àY            dY 
■^    de,"         ^    dr,"            àt," 

(R) 


Et,  comme  les  trois  quantités  SP,  ZQ,  oR  sont  indépendantes  entre 
elles,  et  en  même  temps  arbitraires,  on  aura  donc  ces  trois  équations 

particulières 

(P)  =  o,        (Q)  =  o,        (R)  =  o, 

lesquelles,  étant  combinées  avec  les  six  équations  de  condition  entre 
les  neuf  variables  ^',  H",  ...  (art.  5),  serviront  à  déterminer  chacune 
(le  ces  variables. 

On  peut  mettre,  si  l'on  veut,  sous  une  forme  plus  simple  les  termes 
de  ces  équations  dépendants  de  la  quantité  V.  Car,  puisque  V=  §11  Dw, 
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on  aura  (à  cause  que  le  signe  [^  ne  regarde  point  les  variables  ^', 


9V      n-„dïî^  „dV      o   „dn^ 

T^    =  ^Ç     -rrrr  Dm,  '0     -r—;  ZZZ  \,t)     -r—,  Dm, 

f^        O     à^'  dn'       iJ     dn' 


„  dV 

=  S('f- 

-c^)Dm, 

-"f 

=  S('35- 

—  a-^—]  Dm, 
de  J 

an" 

-^•? 

=  S(«f- 

—  b^—]  Dm. 
da  J 

et  comme  n  est  une  fonction  algébrique  de 

ai,'  -h  b't,"  -h  et,'",     a-n'  +  b-n"-i-  c-n'",     nj'-i- ftÇ"-i- cÇ", 

il  est  aisé  de  voir  qu'en  faisant  varier  séparément  a,  h,  c,  on  aura 

..,„  ^n      „,  (jn     ,„,  dJi     ,  dJi        ..„  OU       „  c»n     ,„  dn       c/n 

Oc;  an  a.  Oc  de;  an  dt,  ob 

et  ainsi  de  suite;  de  sorte  qu'on  aura,  de  cette  manière, 

■.,„d\'         ,„dV       „dV       ..„dy 

K   :ïf7/  +  ""^   S'il  +  Ç  3;^  —  ';    vïï/7 
al;  an  oC  de 

dy_      ,  dy_     w  ^  _  -,„  ^ 

^  d^"  ^  '^   à-n'"  ^  ^  (JC"      "    dk' 
■r„  àV  „dV        ,„  dY        ..,  dV 

Mais,  si  cette  transformation  simplifie  les  formules,  elle  ne  simpliiie 
pas  le  calcul,  parce  qu'au  lieu  de  l'intégration  unique  contenue  dans  V, 
on  en  aura  trois  à  exécuter. 

23.  Lorsque  les  distances  des  centres  des  forces  au  centre  du  corps 
sont  très  grandes  vis-à-vis  des  dimensions  de  ce  corps,  on  peut  alors 
réduire  la  quantité  II  en  une  série  fort  convergente  de  termes  propor- 
tionnels aux  puissances  et  aux  produits  de  a,  b,  c,  de  sorte  que  l'inté- 
gration §nD/?2  n'aura  aucune  difficulté  :  c'est  le  cas  des  planètes,  en 
tant  qu'elles  s'attirent  mutuellement. 

Si  la  force  attractive  P  est  simplement  proportionnelle  à  la  dis- 
tance/), en  sorte  que  P  =  ^p,  k  étant  un  coefficient  constant,  le  terme 

I  V dp  A&  la  fonction  II  (art.  18)  devient  =  — >  et,  comme  p  est  ex- 


primé, en  général ,  par  sj^x  —  /)-  -i-  (j  —  g)-  +  (s  —  h)'\   en  dési- 
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gnantpar/,  g,  h  les  coordonnées  du  centre  des  forces,  le  ternie  dont 
il  s'agit  donnera  ceux-ci  : 

Donc,  substituant  pour  ar,  y,  z  leurs  Valeurs  a;'  + H,  y' +  •/],  r-'-{- '(, 
multipliant  par  \)m,  et  intégrant  selon  §,  on  aura,  dans  la  valeur  de 
V=  §IID/n,  les  ternies  suivants  : 

+  k{y'~g)  S'O  Dm  -t-  k{z'-  h)  §;  D/«+  \  g(ç-^  +  -^î4-  r^)  D;«. 
Or 

^=1:  «;'-(- i 4"-+- c^'",  "0  =  «-ri' -1- i-o"-t- c-o'",  Ç  =  aÇ'H- 6Ç"+ cÇ'"; 

donc 

§4  Dm  =  ï'  §a  Dm  +  ?"  §6  Dm  +  ?'"  §c  Dm, 

et  ainsi  des  autres;  et  (art.  5) 

§(?=-!-r,^4-Ç^)Dm  =  §(a^+6^+c^)Dm 

sera  égal  à  une  constante  que  nous  désignerons  par  E. 

Mais,  si  l'on  prend  pour  le  centre  arbitraire  du  corps  son  centre 
même  de  gravité,  on  a  alors 

vaD/«=;o,         ^6  Dm  1=0,         WcDm^o, 

comme  nous  l'avons  déjà  vu  ci-dessus  (art.  19).  Ainsi,  dans  ce  cas,  la 
quantité  V  ne  contiendra,  relativement  à  la  force  dont  il  s'agit,  que 
les  ternies 

de  sorte  que  toutes  les  différences  partielles  -^■:  -^,1  •■■  seront  nulles. 
D'où  il  s'ensuit  que  l'effet  de  cette  force  sera  nul  par  rapport  au 
mouvement  de  rotation  autour  du  centre  de  gravité. 
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/F 

El,  comme  l'expression  précédente  V,  au  terme  constant  —  près,  est 
la  même  chose  que  si  tout  le  corps  était  concentré  dans  son  centre, 
auquel  cas  x  =  x' ,  y  =  y,  s  =  z-',  on  aura  pour  le  mouvement  pro- 
gressif de  ce  centre  les  mêmes  équations  que  si  le  corps  était  réduit  à 
un  point;  car  les  différences  partielles  de  V  relativement  aux  variables 
.r',  y',  z'  seront  les  mêmes  que  dans  cette  hypothèse. 

Si  l'on  veut  considérer  le  corps  comme  pesant,  en  prenant  la  foico 
accélératrice  de  la  gravité  pour  l'unité  et  l'axe  des  coordonnées  z  di- 
rigé verticalement  de  haut  en  bas,  on  aura 

P  =  i  et  pzzzh~z; 

donc 

fP  dp  =  h  —  z  =  h-  ;'^  «Ç'—  èÇ"—  cÇ" ; 

de  sorte  que  la  quantité  Y  contiendra,  à  raison  de  la  pesanteur  du 
corps,  les  termes 

(/(  ---')§  D;«  —  C  §a  Dw  -  Ç''  ^^^  Dw  -  Ç'"  §c  D;«. 

Ainsi,  si  le  centre  du  corps  est  pris  dans  son  centre  de  gravité,  les 
termes  qui  contiennent  les  variables  "C,  C",  .-.  disparaîtront,  et,  par 
conséquent,  l'effet  de  la  gravité  sur  la  rotation  sera  nul,  comme  dans 
le  cas  précédent.  La  valeur  de  Y,  en  tant  qu'elle  est  due  à  la  gravité, 
se  réduira  alors  à  (h  —  3')§D/^,  c'est-à-dire  à  ce  qu'elle  serait  si  le 
corps  était  réduit  à  un  point  en  conservant  sa  masse  §  Dm;  donc  aussi 
le  mouvement  de  translation  du  corps  sera  le  même  que  dans  ce  cas. 


§  III.    —    Détermination  du  mouvement  d'un  corps  grave  de  figure 
quelconque. 

24.  Ce  problème,  quelque  difficile  qu'il  soit,  est  néanmoins  un  des 
plus  simples  que  présente  la  Mécanique,  quand  on  considère  les  choses 
dans  l'état  naturel  et  sans  abstraction;  car,  tous  les  corps  étant  essen- 
tiellement pesants  et  étendus,  on  ne  peut  les  dépouiller  de  l'une  ou  de 
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l'autre  de  ces  propriétés  sans  les  dénaturer,  et  les  questions  dans  les- 
quelles on  ne  tiendrait  pas  compte  de  toutes  les  deux  à  la  fois  ne 
seraient  par  conséquent  que  de  pure  curiosité. 

Nous  commencerons  par  examiner  le  mouvement  des  corps  libres, 
comme  le  sont  les  projectiles;  nous  examinerons  ensuite  celui  des  corps 
retenus  par  un  point  fixe,  comme  le  sont  les  pendules. 

Dans  le  premier  cas  on  prendra  le  centre  du  corps  dans  son  centre 
de  gravité,  et  comme  alors  l'effet  de  la  gravité  est  nul  sur  la  rotation, 
ainsi  qu'on  vient  de  le  voir,  on  déterminera  les  lois  de  cette  rotation 
par  les  trois  équations  suivantes  (art.  22)  : 


(A) 


dp           dT 
dt     -^Ur' 

'   àq          '^' 

dT 

àq              dT 

h    /■  - 

dt         dp 

dT 
-Pd7  =  ''^ 

"^57          dT 

dt      ^Pdq- 

dT 

dp 

en  supposant  (art.  21) 


f/P  _dQ  _  d\\ 

P-~dt'        ''-ITt'        '^ITt 
et 

T  =  -  ( A/?=  M-  B 9^  +  C /-^ )  —  Ff//-  —  (\pv  —  Wpij. 

A  l'égard  du  centre  même  du  corps,  il  suivra  les  lois  connues  du 
mouvement  des  projectiles  considérés  comme  des  points;  ainsi  la  dé- 
termination de  son  mouvement  n'a  aucune  difficulté,  et  nous  ne  nous 
y  arrêterons  point. 

Dans  le  second  cas,  on  prendra  le  point  fixe  de  suspension  pour  le 
centre  du  corps,  et,  supposant  les  coordonnées  z  verticales  et  dirigées 
de  haut  en  bas,  on  aura  (art.  23) 

V = (« — 5'  )  S  ^"^  -  ?'  S'^  ^"^  ~  ^'  S^  '^'"  ^  "=  '  S"^  '•*'"  '■ 
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d'où  l'on  tire 


dV 


s«D«.    g=-s^«'"'    Ç,-=-^^^''^' 


et  toutes  les  autres  différences  partielles  de  V  seront  nulles;  de  sorte 
que  les  équations  pour  le  mouvement  de  rotation  seront  (art.  22) 


rf"^ 


d'T 


d 

dt      '    '   dp       ''  ài 


(  B  )  dq  dT         ûJ       yi  a    n  >-»/  O    i-> 

^     ' -J-  '■ /j—  —  C    >c  Dm  -t-  Ç"  Vrt  Dot  =  o, 


dr  dJ  dJ 


ar  ai  oi        v»  o     ta  >•/  O  /  f\ 


les  quantités  ^aDw,  ^bDm,  §cD/«  devant  être  regardées  comme  des 
constantes  données  par  la  figure  du  corps  et  par  le  lieu  du  point  de 
suspension. 

25.  La  solution  du  premier  cas,  où  le  corps  est  supposé  entièrement 
libre,  et  où  l'on  ne  considère  que  la  rotation  autour  du  centre  de  gra- 
vité, dépend  uniquement  de  l'intégration  des  trois  équations  (A). 

Or  il  est  d'abord  facile  de  trouver  deux  intégrales  de  ces  équations; 

n    •         1  u-    r  ,■  ,  àT    ÔT    dT      ^       , 

car  :  i°  si  on  les  multiplie  respectivement  par  -r-»  -5->  y^,  et  qu  en- 
suite on  les  ajoute  ensemble,  on  a  évidemment  une  équation  inté- 
grable,  et  dont  l'intégrale  sera 

/dTV^       fdJy       /<}T\^        ., 

/'-  étant  une  constante  arbitraire. 

2°  Si  l'on  multiplie  les  mêmes  équations  par  p,  q,  ?■  et  qu'on  les 
ajoute  ensemble,  on  aura  celle-ci 

,dT  ,dT  ,dT 

pd^ h  q  d- \-  rd-~  =:o, 

dp  aq  ar 
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laquelle,  à  cause  que  T  est  une  fonction  de  p,  c/,  r  uniquement  et  que 
d'K  j        dT  j         dT 


par  conséquent  c/T  =  -p  dp  +  —  d(j  -4-  ~-  dr,  est  aussi  intégrable,  son 


intégrale  étant 


dT         dT         dT      .^      ,, 

'    dp  dq  dr 


h-  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

En  mettant  dans  ces  écruations,  au  lieu  de  T,  V»  ^r-,  '^-i  leurs  va- 
'■  dp     dq     dr 

leurs,  on  aura  deux  équations  du  second  degré  entre  p,  q,  r,  par 
lesquelles  on  pourra  déterminer  les  valeurs  de  deux  de  ces  variables 
en  fonctions  de  la  troisième;  et,  ces  valeurs  étant  ensuite  substituées 
dans  une  quelconque  des  trois  équations  (A),  on  aura  une  équation 
du  premier  ordre  entre  l  et  la  valeur  dont  il  s'agit;  ainsi  l'on  pourra 
connaître  par  ce  moyen  les  valeurs  de/j,  q,  r  en  t.  C'est  ce  que  nous 
allons  développer. 

Je  remarque  d'abord  qu'on  peut  réduire  la  seconde  des  deux  inté- 
grales trouvées  à  une  forme  plus  simple,  en  fiiisant  attention  que, 
puisque  T  est  une  fonction  homogène  de  deux  dimensions  de/;,  </,  /•, 
on  a,  par  la  propriété  connue  de  ces  sortes  de  fonctions, 

dT         dT         dT 

ce  qui  réduit  l'équation  intégrale  dont  il  s'agit  à 

T  =  h'-, 

laquelle  exprime  la  conservation  des  forces  vives  du  mouvement  de 
rotation. 

Je  remarque  ensuite  que,  comme  la  quantité 


(' 

dT       dTy 
'àFj-'JdJ^) 

/    dT 

-^Vd?- 

,)TV 

*{'■ 

dT 

dTy 

est  équiva 

len 

te  à  celle-ci 

{p-  -+-  <]'■ 

'  + 

'■■'[(gr- 

(dTy 

■(")']- 

-(' 

dT 

dT 

'  dq 

dT 

dr 

Xll. 

3o 
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laquelle  devient 

f-{p-  +  q-+'-''-)~[ih'', 

en  vertu  des  deux  intégrales  précédentes,  on  aura  une  équation  diffé- 
rentielle plus  simple  en  ajoutant  ensemble  les  carrés  des  valeurs  de 

rf-j-,  c?3-j  d-^  dans  les  trois  équations  différentielles  (A),  équation 

qu'on  pourra  aussi  employer  à  la  place  d'une  quelconque  de  celles-ci. 
De  cette  manière,  la  détermination  des  quantités/»,  q,  r  en  t  dépendra 
simplement  de  ces  trois  équations 

T  =  h\ 
dans  lesquelles 

T=  -  (A/^=+  Bg'--1-  C/--)  -  ¥qr  —  Gpr  —  Rpq. 

26.    Cette  détermination  est  assez  facile,   lorsque  les  trois  con- 
stantes F,  G,  H  sont  nulles;  car  on  a  alors  simplement 

donc 

^=Ap,  ^=B9,  j^=Cr; 

de  sorte  que  les  trois  équations  à  résoudre  seront  de  la  forme  suivante  : 
Ayj^    ^B^r^     +C/--     =2/i% 
AV  +^"-q"'  -t-C^''-   =f\ 

-j;^ =  P  ip-  +  1-  +  '- )  -  4/î'. 

Si  donc  on  fait  p-  -{-  q-  -{-  r-  =  u  et  qu'on  tire  les  valeurs  de  p,  q,  r 
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de  ces  trois  équations, 

/?^+  q^+  /■^=  u, 
A  /J^+B  y-+C  r^—2h'-, 
A-^/?-^+BVy^  +  C-/-2=    /S 

on  aura 

,      BCfi  — 2/î2(B  +  C)-t-r 


(A-B)(A-C) 

,_  AC»  — aA^(A  +  C)+.r 
■~         (B-A)(B-C)         ' 

,_  AB«  — ■2/a^(A  +  B)+/^ 
■-  (C-A)(C-B)         ' 


ces  valeurs  étant  substituées  dans  l'équation  différentielle  ci-dessus, 
le  premier  membre  de  cette  équation  deviendra,  après  les  réductions, 


dt  = 


4[BCm  —  2  A2(B  +  C)  -^p\  [ACm—  2/j^(A  +  C)  -h/-'^]  [AB«  —  a  A-(A  +  B)  -^  P'\  dC-' 

et  le  second  membre  deviendra /-«  — 4/*%  de  sorte  qu'en  divisant 
toute  l'équation  par /^m  —  4/*"  et  tirant  la  racine  carrée,  on  aura 
enfin 

ABC  du 


2  v/—  [BC«  —  2  ^■^(B  +  C)  -h/^]  [AC«<  —  2  A^A  H-  C)  +/^][AB«i  -  2  /j-^(A  +  B)  +/^] 
d'où  l'on  tirera  par  l'intégration  t  en  u,  et  réciproquement. 

27.  Supposons  maintenant  que  les  constantes  F,  G,  H  ne  soient  pas 
nulles,  et  voyons  comment  on  peut  ramener  ce  cas  au  précédent,  au 
moyen  de  quelques  substitutions. 

Pour  cela,  je  substitue  à  la  place  des  variables/?,  q,  r  des  fonctions 
d'autres  variables  x,  y,  z,  qu'il  ne  faudra  pas  confondre  avec  celles 
que  nous  avons  employées  jusqu'ici  pour  représenter  les  coordonnées 
des  différents  points  du  corps;  et  je  suppose  d'abord  ces  fonctions 
telles  que  l'on  ait 

p-  -h  q'^  +  /'^  :=  X-  -hj^  -h  S^. 

Il  est  évident  que,  pour  satisfaire  à  cette  condition,  elles  ne  peuvent 


P' 

•  +  î'- 

•  +  !■'■' 

■  =1, 

p"' 

^  +  q"'- 

l  _|_  f.ll: 

=  =  f. 

p'" 

^  +  cf 

2+r'" 

'  =  ', 
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être  que  linéaires  et,  par  conséquent,  de  cette  forme 

/)  =  /j'  X  +  p"j  -h  p"'q,         q^r^cj' X  -\-  q" y  +  </'" -;,  /•  =i  /■'  x  +  /■"  j  H-  /■'"  -. 

Les  quantités  p' ,  p",  p'",  q' ,  ...  seront  des  constantes  arbitraires  entre 
lesquelles,  en  vertu  de  l'équation 

/>-  -+-  (7^  +  r''-  =  j;^  -1-  y^  H-  5-, 

il  faudra  qu'il  y  ait  les  six  équations  de  condition  que  voici  : 

p'  p"  +  q'  q"  +  /■'/■"  =  O, 
p' p'"  +  q'  q'"  +  /■'  /■'"  =  o, 
p" p'"  +  q"  q'"  +  /■"  /•'"  =  o  ; 

de  sorte  que,  comme  les  quantités  dont  il  s'agit  sont  au  nombre  de 
neuf,  après  avoir  satisfait  à  ces  six  équations,  il  en  restera  encore  trois 
d'arbitraires. 

Je  substituerai  maintenant  ces  expressions  dejo,  q,  r  dans  la  valeur 
de  T,  el  je  ferai  en  sorte,  au  moyen  des  trois  arbitraires  dont  je  viens 
de  parler,  que  les  trois  termes  qui  contiendraient  les  produits  xy,  xz, 
■yz  disparaissent  de  la  valeur  de  T,  en  sorte  que  cette  quantité  se 
réduise  à  cette  forme 

2 

Mais,  pour  rendre  le  calcul  plus  simple,  je  substituerai  immédia- 
tement dans  cette  formule  les  valeurs  de  x,  y,  z  en  p,  q,  r,  et,  compa- 
rant ensuite  le  résultat  avec  l'expression  de  T,  je  déterminerai  non 
seulement  les  arbitraires  dont  il  s'agit,  mais  aussi  les  inconnues  a,  p, 
y.  Or  les  valeurs  ci-dessus  de  p,  q,  r,  étant  multipliées  respectivement 
par/j',  q',  r',  par/»",  q",  r"  et  par  jo'",  q'",  r'",  ensuite  ajoutées  ensemble, 
donnent  sur-le-champ,  en  vertu  des  équations  de  condition  entre  les 
coefficients  p',  p",  . . . , 

x^ip'p  -h  q'q  +  r'  r,         y  ^  p"  p  +  q"  q  +  r"  i-,         z^^p"  p  +  q"  q -V  r'"  r. 

La  substitution  de  ces  valeurs  dans  la  quantité  ^^ — —  et  la 
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comparaison  avec  la  valeur  de  T  de  l'article  25  donneront  ainsi  les  six 
équations  suivantes  : 

ap'-   +(3/)"-    -^-yp'"-    =A, 
aq'"^   +^q"-    -hyq'"-     =  B, 
a, -'2    -(-(3r"2    -^yr'"-^     =z  C, 
a q'  /■'  -i-  (3  </"  /■"  +  y  q"  r'"  =  —  F, 
ap'r'  +  ^p"r"-^  yp"'r"'=.—  G, 
ap'q'  -h  ^p"q"  +  y/W/'"  =  —  H, 

qui  serviront  à  la  détermination  des  six  inconnues  dont  il  s'agit. 

Et  cette  détermination  n'a  même  aucune  difficulté;  car,  si  l'on  ajoute 
ensemble  la  première  équation  multipliée  par/)',  la  sixième  multipliée 
par  q'  et  la  cinquième  multipliée  par  r' ,  on  a,  en  vertu  des  équations 
de  condition  déjà  citées, 

cp'  ^  kp' —  H^' —  G/''; 

en  ajoutant  la  deuxième,  la  quatrième  et  la  sixième,  multipliées  res- 
pectivement par  q' ,  r',  p' ,  on  aura  pareillement 

aq'  ^=Jiq'  —  F  r'  —  H/)'  ; 

ajoutant  enfin  la  troisième,  la  cinquième  et  la  quatrième,  multipliées 
respectivement  par  r',  p',  q',  on  aura 

ar'  =::  C  /•'  —  Gp'  —  Fq'  ; 

et  ces  trois  équations,  étant  combinées  avec  l'équation  de  condition 

p'^-\-  q'^-+-  /-'^rr:  [, 

serviront  à  déterminer  les  quatre  inconnues  a,  p',  q',  r'. 
Les  deux  premières  équations  donnent 

,_HG-i-F(A  — ot)    ,  ,_  (k  —  a)(B  —  c.)  -H^    , 

^  ~FH  +  G(B-a)^'  '' ^       FH  +  G(B-a)       ^' 

substituant  ces  valeurs  dans  la  troisième,  on  aura,  après  avoir  divisé 
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par/»',  cette  équation  en  a, 

(a  —  A)  (a  -  B)  (a  -  C)  —  F2(a  -  A)  -  G'-(a  -  B)  —  E\a  -  C)  +  2FGH  =  o, 

laquelle,  étant  du  troisième  degré,  aura  nécessairement  une  racine 
réelle. 

Les  mêmes  valeurs  étant  substituées  dans  la  quatrième  équation,  on 
en  tirera  celles  de/?',  q',  r  en  a,  lesquelles,  en  faisant,  pour  abréger, 

(a)=v/[(A-a)(B-a)  — H^P-i-[HGH-F(A-a)]2-t-[FH  +  G(B-a)]-, 


seront  exprimées  ainsi  : 

,      FH  +  G(B- 

-Oi) 

P                    (a) 

,      HG4-F(A- 

-a) 

(A-a)(B- 

-a) 

-W 

Si  l'on  fait  de  nouveau  les  mêmes  combinaisons  des  équations  ci- 
dessus,  mais  en  prenant  pour  multiplicateurs  les  quantités  p",  q",  r"  à 
la  place  de/»',  q',  r',  on  en  tirera  ces  équations-ci 

P/>"=A/)"-H/-G/-", 
(3^"=B9"— Fr"  —Hp", 
^/■"z^Cr"  —  Gp"  -Fq", 

qui,  étant  jointes  à  l'équation  de  condition 

p"^+  q"^-\-  r"-=  1, 

serviront  à  déterminer  les  quatre  inconnues  [3,p",  q",  r";  et,  comme 
ces  équations  ne  diffèrent  des  précédentes  qu'en  ce  que  ces  inconnues 
y  sont  à  la  place  des  premières  inconnues  a,  p',  q',  r' ,  on  en  conclura 
sur-le-champ  que  l'équation  en  p,  ainsi  que  les  expressions  de/>",  q" , 
r"  en  p,  seront  les  mêmes  que  celles  que  nous  venons  de  trouver  en  a. 
Enfin  si  l'on  réitère  les  mêmes  opérations,  mais  en  prenant/?"',  ç'"',  r'" 
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pour  multiplicateurs,  on  trouvera  de  même  les  trois  équations 

y/)'"  =:  kp'"  —  }lc/"'  —  G  /•'", 

y  q'"  =1  B  q'"  —  F  r'"  —  H/i'", 
y  /■'"=:  Cr'"  —  Gp'"  —  Fq'", 

auxquelles  on  joindra  l'équation 

p'"-^-hq"'-'-+-r""'—i; 

et,  comme  ces  équations  sont  en  tout  semblables  aux  précédentes,  on 
en  tirera  des  conclusions  analogues. 

On  conclura  donc,  en  général,  que  l'équation  en  a  trouvée  ci-dessus 
aura  pour  racines  les  valeurs  des  trois  quantités  a,  [3,  y,  et  que,  ces 
trois  racines  étant  substituées  successivement  dans  les  expressions  de 
//,  q',  /•'  en  a,  on  aura  tout  de  suite  les  valeurs  de  p',  q',  r',  dep",  q",  r" 
et  de/>"',  ^"',  r'";  de  sorte  que  tout  sera  connu,  moyennant  la  résolution 
de  l'équation  dont  il  s'agit. 

Au  reste,  comme  cette  équation  est  du  troisième  degré,  elle  aura 
toujours  une  racine  réelle,  qui,  étant  prise  pour  a,  rendra  aussi  réelles 
les  trois  quantités  p' ,  q',  r'.  A  l'égard  des  deux  autres  racines  (3  et  y, 
si  elles  étaient  imaginaires,  elles  seraient,  comme  l'on  sait,  de  la 

forme 

b  -+-  c\J—  I     et     b  —  c\ 


de  sorte  que  les  quantités/»",  q",  r",  qui  sont  des  fonctions  rationnelles 
de  p,  seraient  aussi  de  ces  formes 

771  -t-  n  \J —  I ,     m'  -\-  n'  \J —  i ,     m"  +  n"  \/ —  i  ; 

et  les  quantités  p'",  q'",  r'",  qui  sont  de  semblables  fonctions  de  y, 
seraient  des  formes  réciproques 

m  —  n  ^ —  I ,     m'  —  n'  \J —  i ,     ni"  —  n"  \/-—  i  ; 

donc  l'équation  de  condition />"/>'"+  y"9"'+  r"r"'=  o  deviendrait 

m-  -\-  «^  -+-  in''^  -+-  /i'^  -+■  m"''  4-  n"^  =  o, 
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et,  par  conséquent,  impossible,  tant  que  m,  n,  m! ,  n  ,  m" ,  n"  seraient 
réelles;  d'où  il  s'ensuit  que  (3  et  y  ne  peuvent  être  imaginaires  ('). 

Pour  qu'on  puisse  se  convaincre  directement  de  cette  vérité,  d'après 
l'équation  même  dont  il  s'agit,  je  mets  cette  équation  sous  la  forme 

_     _F^(a  — A)  +  G^(a  — B)  — 3FGH. 
^'  (a  — A)(a  — B)  — H^ 

j'y  substitue  successivement,  au  lieu  de  a,  les  deux  autres  racines  (3 
et  y,  et  je  retranche  les  deux  équations  résultante* l'une  de  l'autre; 
j'aurai,  après  les  réductions  et  la  division  par  [3  —  y,  cette  trans- 
formée 

[(p  -  A)  ((3  -  B  )  -  H^]  [(y  -  A)  (y  -  B)  -  IP] 

-H  (F^  +  G^ )  Py  -  ( AF^  +  BG'^  +  2  FGH )  ( P  -H  y  ) 

+  (F2-^  G^)H-^-H  A=^F^-i- B^G-H- 2FGH(A  +  B)  =  o, 

laquelle  est  réductible  à  cette  forme 

[(P-A)(P-B)-H-^][(7-A)(y-B)-H^] 

+  [F((3-A)-GH][F(7-A)-GH] 
H-[G((3  — B)  — HF][G(y-B)  —  HF]  =  o, 

qu'on  voit  être  la  même  chose  que  l'équation 

pli  pin  _|_  ^11  qiii  _^  ,.//  ,.OT  __  p^ 

et  qui  fournit,  par  conséquent,  des  conclusions  semblables  (-). 

Donc  les  trois  racines  a,  [3,  y  seront  nécessairement  toutes  réelles, 
et  les  neuf  coefficients  p ,  q' ,  r',  p",  . ..,  qui  sont  des  fonctions  ration- 
nelles de  ces  racines,  seront  réels  aussi. 

28.  Nous  venons  de  déterminer  les  valeurs  de  ces  coefficients  en 


(')  L'équation  dont  il  s'agit  ici  est  celle  qui  fait  connaître  la  direction  des  axes  princi- 
paux dans  les  surfaces  du  second  ordre.  La  démonstration  qui  suit  est  la  première  preuve 
directe  qui  ait  été  donnée  de  la  réalité  des  racines  de  cette  équation.        (/.  Bertrand^ 

{''-)  On  voit  que  l'intervention  des  quantités  p'\  p"\  . . .  n'est  nullement  indispensable;  il 
sufBt  de  remarquer  que  la  dernière  équation  a  pour  premier  membre  la  somme  des  pro- 
duits de  trois  couples  d'expressions  imaginaires  conjuguées.  (/.  Bertrand.) 
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sorte  que  l'on  ait 

/,.  +  ^'-+,.^,..^^.  +  ,.        et        j^^-^±tÈf±l^. 

or,  en  faisant  varier  successivement  p,  q,  r,  on  aura,  à  cause  que  x, 
y,  z  sont  fonctions  de  ces  variables, 

dT  dx       „     dy  dz 

dp  dp  -^  dp        '     dp 

d'Y  dx        _     dy  dz 

dq  à(j         ^•'  dq         '     dq 

d'Y  dx       o     dv  àz 

dr  dr        ^-^  dr        '     di 

mais 

X  ■=  p'p  -ï-q'q  -h  ''  r,         y  =  /j"p  -h  q"q  -+-  r"  r,  z  —-  p'" p  H-  q'"  q  +  /■'"  /', 

comme  on  l'a  déjà  vu  plus  haut;  donc 

dx ,  dx ,  6*^:^  _    ,  dy „  dv „ 

'dp~^'  dq—'^'  J7^'''  dp~^^'  dq"''''  ■■■' 

substituant  ces  valeurs,  on  aura  donc 

-^^=P  a.x+p"Py+p"'yz, 
—  ^q'ax  +  q"  (3/  +  q'"  y  z, 

jj;=.r'a.x-^r"!^y-^r"'yz. 

De  sorte  qu'en  vertu  des  équations  de  condition  entre  les  coeffi- 
cients/?', q' ,  r' ,  p" ,  . .  . ,  on  aura 

Par  conséquent,  les  trois  équations  finales  de  l'article  24  se  rédui- 
XII.  3i 
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roiil  à  celles-ci 

a.^-    -H(Sv-     -t-ys-     ■^'xh-, 

lesquelles  sont,  comme  l'on  voit,  tout  à  fait  semblables  à  celles  de 
l'article  25,  les  quantités  x,  y,  z-,  a,  p,  y  répondant  aux  quantités/?, 
q,  r,  A,  B,  C. 

D'où  il  suif  que,  si  l'on  fait,  comme  dans  l'article  cité, 

it  =  p-  4-  7'  -t-  1-'^  =  .r-  -t-  y-  +  z-, 

on  aura,  entre  les  variables  œ,  y,  z-,  u,  t,  les  mêmes  formules  que  l'on 
avait  trouvées  entre  p,  q,  r,  u,  t,  en  changeant  seulement  A,  B,  C  en 

a,  p,  T- 

Ayant  ainsi  les  valeurs  de  x,  y,  z-  en  u  ou  t,  on  aura  les  valeurs  com- 
plètes àep,  q,  7- par  les  formules  de  l'article  27. 

29.  Les  quantités/?,  q,  r  ne  suffisent  pas  pour  déterminer  toutes  les 
circonstances  du  mouvement  de  rotation  du  corps,  elles  ne  servent 
qu'à  faire  connaître  sa  rotation  instantanée.  En  effet,  puisque 

dP  dQ  _  dR 

il  s'ensuit  de  ce  qu'on  a  vu  dans  l'article  10  que  l'axe  spontané  de 
rotation,  autour  duquel  le  corps  tourne  à  chaque  instant,  fera,  avec 
les  axes  des  coordonnées  a,  b,  c,  des  angles  dont  les  cosinus  seront 
respectivement 

P  g  '' 

s/p"'  -hq^-^  r-        \lp'^  +  q-  -f-  r"^        \/p^  +  q^-h  r^ 

et  que  la  vitesse  angulaire  autour  de  cet  axe  sera  représentée  par 


\/p--i-q'+r-. 

Pour  la  connaissance  complète  de  la  rotation  du  corps,  il  faut  encore 
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déterminer  les  valeurs  des  neuf  quantités  ^',  v]',  C,  ^",  ■••.  d'oîi  dé- 
pendent celles  des  coordonnées  ^,  -/],  "(,  lesquelles  donnent  la  position 
absolue  de  chaque  point  du  corps  dans  l'espace,  relativement  au  centre 
de  gravité  regardé  comme  immobile  (art.  17);  c'est  ce  qui  demande 
encore  trois  intégrations  nouvelles. 

Pour  cet  effet,  je  reprends  les  formules  différentielles  de  l'article  13, 
et,  mettant  ^f//,  qdl,  rdt,  au  lieu  de  f/P,  c/Q,  c/R,  j'ai  ces  équations 

/   f/î'  +  (</£'" —  z'^"  )  dt  =:  o, 

(  C  )  ■   (f'ç"+(  r  4''  —  p  i"  )dl  —  o, 

(  cl^"'-h{p'i"—q'^'  )dt  —  o, 

et  autant  d'équations  semblables  en  r{ ,  r(',  r('  et  en  'C,  '(",  '('",  en  chan- 
geant seulement  \  en  v]  et  en  '(. 

Ces  équations  étant  comparées  avec  les  équations  dilféientielles  (A) 

de  l'article  24,  entre  les  quantités  -p-,  -r-,  --,  il  est  visible  (fu'elles 
'  Op    aq     ùr  ' 

sont  entièrement  semblables;  de  sorte  que  ces  quantités  répondent 
aux  quantités  ^',  \",  ^"',  comme  aussi  aux  quantités  r{,  rj",  r{'  et  aux 
quantités  "(',  "C",  '('"• 

D'où  je  conclus  que  ces  dernières  variables  peuvent  être  regardées 

comme  des  valeurs  particulières  des  variables  -=— ,  -—,  -^,  etcru'ainsi, 
^  dp     dq     or  •  ' 

puisque  les  équations  entre  ces  variables  sont  simplement  linéaires, 
on  aura,  en  prenant  trois  constantes  quelconques  /,  ?n,  n,  ces  trois 
équations  intégrales  complètes 

■'   '^T       ,,, 
dp 


.(U)  j  ^^  =  /e  +  mV'+«r. 

\   -;-  =  /i;'  -h  mri"+  ni,'"; 
^    dr 

or,  en  combinant  ces  trois  équations  avec  les  six  équations  de  condi- 
tion entre  les  mêmes  variables  i',  •/]',  ...,  il  semble  qu'on  pourrait 
déterminer  ces  variables,  qui  sont  en  tout  au  nombre  de  neuf;  mais,  en 
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considérant  de  plus  près  les  équations  précédentes,  il  est  facile  de  se 
convaincre  qu'elles  ne  peuvent  réellement  tenir  lieu  que  de  deux 
équations;  car,  en  ajoutant  ensemble  leurs  carrés,  il  arrive  que  toutes 
les  inconnues  ?',  yj',  C,  •••  disparaissent  à  la  fois,  en  vertu  des  mêmes 
équations  de  condition  (art.  5)  :  de  sorte  que  l'on  aura  simplement 
l'équation 

/■dT\-    fdjy    fdTy-    ,, 


\dp  /        \àq  J        \di 

laquelle  revient,  comme  l'on  voit,  à  la  première  des  deux  intégrales 
trouvées  plus  haut  (art.  25);  et  la  comparaison  de  ces  équations 
donne 

en  sorte  que,  parmi  les  quatre  constantes  /,  l,  ?n,  n,  il  n'y  en  a  que 
trois  d'arbitraires. 

D'où  l'on  doit  conclure  que  la  solution  complète  demande  encore 
une  nouvelle  intégration,  à  laquelle  il  faudra  employer  une  quelconque 
des  équations  différentielles  ci-dessus  ou  une  combinaison  quelconque 
de  ces  mêmes  équations. 

30.  Mais  on  peut  rendre  le  calcul  beaucoup  plus  général  et  plus 
simple,  en  cherchant  directement  les  valeurs  des  coordonnées  mêmes 
H,  y],  'C,  qui  déterminent  immédiatement  la  position  absolue  d'un  point 
quelconque  du  corps  pour  lequel  les  coordonnées  relatives  aux  axes  du 
corps  sont  a,  b,  c 

Pour  cela,  j'ajoute  ensemble  les  trois  équations  intégrales  (D)  trou- 
vées ci-dessus,  après  avoir  multiplié  la  première  par  a,  la  deuxième 
par  b,  la  troisième  par  c,  ce  qui  donne  (art.  1  )  cette  équation 

dp  àq  or 

Or  on  a  déjà,  par  la  nature  des  quantités  H,  r\,  "C  (art.  5), 

^^+-/7=-t-?^=  a'-+  b^-+-  C-. 

.Enfin,  on  a  aussi  (art.  14),  en  metlant pdi,  q dt,  rdt  au  lieu  de  dV, 
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f/Q,  clR  et  faisant  a,  b,  c  constants, 


dt- 


{crj  —  br)--+-  [ar  —  cp)'-\-  {bp  —  aq)-. 


Ainsi  voilà  trois  équations  d'où  l'on  pourra  tirer  les  valeurs  de  H,  y], 
'C,  moyennant  une  seule  intégration. 

Ensuite,  si  l'on  voulait  connaître  séparément  les  valeurs  de  \' ,  rj',  "C 
^",  ...,  il  n'y  aurait  qu'à  supposer,  dans  les  expressions  générales  de  i, 
Y],  'Ç,  les  constantes 

a=^i,    6  =  0,    c  =  o,     ou     a  =  o,    6  =  r,    c  =  o,     ou     «  =  0,    6  =  o,    c  =  i. 
Supposons,  pour  abréger, 

(JT       ^c)T         (9T 
dp  dp  or 

M=:  a--h  b--h  c\ 

N  =  (c<7  —  br)--\-  {ar  —  cp)--h  {bp  —  ac/Y; 

on  aura  donc  à  résoudre  ces  trois  équations 

lE,    -+-  ni-ri  +  /iÇ  :=  L, 
^■'    +r,^    +Ç^    =M, 


(/i^ 


:N, 


dans  lesquelles  M  est  une  constante  donnée,  L,  N  sont  supposées  con- 
nues en  fonction  de  i,  et  /,  /«,  n  sont  des  constantes  arbitraires. 

J'observe  d'abord  que,  si  /  et  m  étaient  nulles  à  la  fois,  la  première 
équation  donnerait 


et,  cette  valeur  étant  substituée  dans  les  deux  autres,  on  aurait 
équations  très  faciles  à  intégrer,  en  faisant  ?  =  pcosO,  ■/]  =  p  sinO,  ce 
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qui  les  change  en  ces  deux-ci 

L-  p- dO- -\- dp'       .^         dh- 

o-=M ;,  '■ r-, — ^=N r-r-,  ' 

n-  ai-  ii-dl- 

dont  la  première  donnera  la  valeur  de  ■/],  et  la  seconde  donnera  l'angle  0 
par  l'intégration  de  cette  formule 


dt  ^  /.,        dL'        dp'^ 


V'^-é 


i-  dl-       dt- 


Supposons  maintenant  que  /  et  m  ne  soient  pas  nulles*  et  voyons 
comment  on  peut  réduire  ce  cas  au  précédent.  11  est  clair  que,  si  l'on 

fait  

i'c.  -+-  inri  =  X  \l t-+  m^ ,         in'E,  —  If]  z^y  \/ L'  +  m- , 

on  aura  également 

t}  -(-  Ti^  ^  x''-  +  j^         et        f/ç-  +  d-f]-  =  dx-  -<r  dy-  ; 

ainsi  les  équations  proposées  se  réduiront  d'abord  à  cette  forme 


dt 
Si  l'on  fait  ensuite 


X  \/ 1-  -+-  m-  +  «Ç  =  L, 
X-+  y-  +Ç-    =M, 
dx-  -+-  dy--\-  dt,- 


X  \J l-  +  ni-  +  nt,=z  z  \Ji'--\-  7?i^ -h  n- , 


nx  —  Ç  \J t-  -+-  ni-  =  a  \/l'-  -i-,  ni-  -\-  n- , 
on  aura  encore 

j?2  +  Ç- =  j- +  M-         et         dx"-+ dX,-^=  dz-^  du-; 
donc  on  aura  ces  transformées 

i  sjl'^  +  m-  -f-  n-    =  L, 

u-    +  JK^   _^  5^      ==  M, 

du--\-  dy^-h  dz^       _ 
dt-  ' 

qui  sont,  comme  l'on  voit,  entièrement  semblables  à  celles  que  nous 
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venons  de  résoudre  ci-dessus;  en  sorte  qu'on  aura  pour  a,  y,  z-  les 
mêmes  expressions  que  nous  avons  trouvées  pour  H,  r],  "C,  en  y  chan- 
geant seulement  n  en  \Jl^  H-  m^  -\-  n'- . 

Ces  valeurs  étant  connues,  on  aura  les  valeurs  générales  de  2,  ■/),  "C 
par  les  formules 


ùkJI'' 


y/ /M-  mP- 


31.  Telle  est,  si  je  ne  me  trompe,  la  solution  la  plus  générale  et  en 
même  temps  la  plus  simple  qu'on  puisse  donner  du  fameux  problème 
du  mouvement  de  rotation  des  corps  libres;  elle  est  analogue  à  celle 
que  j'ai  donnée  dans  les  Mémoires  de  V Académie  de  Berlin  pour 
1773  ('),  mais  elle  est  en  même  temps  plus  directe  et  plus  simple  à 
quelques  égards.  Dans  celle-là,  je  suis  parti  de  trois  équations  inté- 
grales qui  répondent  aux  équations  (D)  de  l'article  29  ci-dessus,  équa- 
tions qui  m'avaient  été  fournies  directement  par  le  principe  connu  des 
aires  et  des  moments,  et  auxquelles  j'avais  joint  l'équation  des  forces 
vives  T  =  h-  (art.  24).  Ici,  j'ai  déduit  toute  la  solution  des  trois  équa- 
tions différentielles  primitives,  et  je  crois  avoir  mis  dans  cette  solu- 
tion toute  la  clarté  et,  si  j'ose  le  dire,  (oute  l'élégance  dont  elle  est 
susceptible;  par  cette  raison,  je  me  flatte  qu'on  ne  me  désapprouvera 
pas  d'avoir  traité  de  nouveau  ce  problème,  quoiqu'il  ne  soit  guère  que 
de  pure  curiosité,  surtout  si,  comme  je  n'en  doute  pas,  il  peut  être  de 
quelque  utilité  à  l'avancement  de  l'Analyse. 

Ce  qu'il  y  a,  ce  me  semble,  de  plus  remarquable  dans  la  solution 
précédente,  c'est  l'emploi  qu'on  y  fait  des  quantités  ^',  r\,  'C,  ^",  •••- 
sans  connaître  leurs  valeurs,  mais  seulement  les  équations  de  condi- 
tion auxquelles  elles  sont  soumises,  quantités  qui  disparaissent  à  la 
fin  tout  à  fait  du  calcul;  je  ne  doute  pas  que  ce  genre  d'analyse  ne 
puisse  aussi  être  utile  dans  d'autres  occasions. 

Au  reste,  si  cette  solution  est  un  peu  longue,  on  ne  doit  l'imputer  qu'à 

(•)  Œuvres  de  Lagrange,  t.  III,  p.  579.  G.  D. 
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la  grande  généralité  qu'on  y  a  voulu  conserver;  et  l'on  a  pu  remarquer 
deux  moyens  de  la  simplifier,  l'un  en  supposant  les  constantes  F,  G, 
H  nulles  (art.  25),  et  l'autre  en  faisant  nulles  les  constantes  /  et  m 
(art.  30). 

La  première  de  ces  deux  suppositions  avait  toujours  été  regardée 
comme  indispensable  pour  parvenir  à  une  solution  complète  du  pro- 
blème, jusqu'à  ce  que  j'eusse  donné,  dans  mon  Mémoire  de  1773,  la 
manière  de  s'en  passer.  Cette  supposition  consiste,  en  effet,  à  prendre, 
pour  les  axes  des  coordonnées  a,  b,  c,  des  droites  telles  que  les 
sommes  ^ahUm,  §acDw,  '^bcDm  soient  nulles  (art.  19);  et  Euler 
a  démontré  le  premier  que  cela  est  toujours  possible,  quelle  que  soit 
la  figure  du  corps,  et  que  les  axes  ainsi  déterminés  sont  des  axes  de 
rotation  naturels,  c'est-à-dire  tels  que  le  corps  peut  tourner  librement 
autour  de  chacun  d'eux.  Mais,  quoiqu'on  puisse  toujours  trouver  des 
axes  qui  aient  la  propriété  dont  il  s'agit,  et  que  d'ailleurs  la  position 
des  axes  du  corps  soit  arbitraire,  il  n'est  pas  indifférent  d'avoir  une 
solution  tout  à  fait  directe  et  indépendante  de  ces  considérations  par- 
ticulières. 

La  seconde  des  deux  suppositions  dont  il  s'agit  dépend  de  la  posi- 
tion des  axes  des  coordonnées  \,  y],  'Q  dans  l'espace,  position  qui,  étant 
pareillement  arbitraire,  peut  toujours  être  supposée  telle  que  les  con- 
stantes /  et  m  deviennent  nulles,  comme  on  peut  s'en  convaincre  direc- 
tement, d'après  les  expressions  générales  de  \,  -q,  '(  que  nous  avons 
trouvées. 

32.  En  supposant  F,  G,  H  nulles,  on  a,  comme  on  l'a  vu  dans  l'ar- 
ticle 26, 

et,  ces  valeurs  étant  substituées  dans  les  trois  équations  différen- 
tielles (A),  il  vient  celles-ci 

C— B,  ,A— C,  ,B— A^ 

dp  -h  — -r —  qr  dt  =i  o,  dq  H rr —  pr  dt  =  o,  dr  H —  pq  dt  =.  o. 
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lesquelles  s'accordent  avec  celles  qu'Euler  a  employées  dans  la  solu- 
tion qu'il  a  donnée  le  premier  de  ce  problème  [voir  les  Mémoires  de 
l'Académie  de  Berlin  pour  1758);  pour  s'en  convaincre,  il  suffira  d'ob- 
server que  les  constantes  A,  B,  C  (art.  20)  ne  sont  autre  chose  que  ce 
qu'Euler  nomme  les  moments  d'inertie  du  corps  autour  des  axes  des 
coordonnées  a,  b,  c,  et  que  les  variables  p,  q,  r  dépendent  du  mouve- 
ment instantané  et  spontané  de  rotation,  de  manière  que,  si  l'on 
nomme  a,  p,  y  les  angles  que  l'axe  autour  duquel  le  corps  tourne 
spontanément  à  chaque  instant  fait  avec  les  axes  des  a,  b,  c,  et  p  la 
vitesse  angulaire  de  rotation  autour  de  cet  axe,  on  a  (art.  29) 

/>  =  pcosa,  ^^pcosp,  /'^rpCOSy. 

A  l'égard  des  autres  équations  d'Euler,  lesquelles  servent  à  déter- 
miner la  position  des  axes  du  corps  dans  l'espace,  elles  se  rapportent 
à  nos  équations  (C)  de  l'article  29.  En  effet,  comme  les  neuf  quantités 
Ç',  Y]',  'C,  ^",  .-.  ne  sont  autre  chose  que  les  coordonnées  rectangles  des 
trois  points  du  corps,  pris  dans  ses  trois  axes,  à  la  distance  i  du 
centre  (ce  qui  suit  évidemment  de  ce  que  ces  quantités  résultent  des 
trois  ^,  ■/],  'C,  en  y  faisant  successivement  (2  =  1,  b  =  o,  c  =  o,  ensuite 
rt  =  o,  Z>  =  I ,  c  =  o,  et  enfin  «  =  o,  Z»  =  o,  c  =  i),  il  est  clair  que,  si 
l'on  désigne  avec  Euler  par  /,  m,  n  les  compléments  des  angles  d'incli- 
naison de  ces  axes  sur  le  plan  fixe  des  ^  et  y],  et  par  À,  a,  v  les  angles 
que  les  projections  des  mêmes  axes  font  avec  l'axe  fixe  des  H,  on  aura 
ces  trois  expressions 

Ç'^cos/,  Y)'  =  sin/  sinA,         4'  =  sin/  cosX, 

Ç"^=cos/«,         ï]"=:  sinmsin  iji,         S," ^  sinmcosix, 
Ç"'^cos«,         Yi"'=  sirirt  sinv,         ^"'=^  sin«  cosv; 

et,  par  le  moyen  de  ces  substitutions,  on  trouvera  aisément  les  équa- 
tions auxquelles  Euler  est  parvenu  par  des  considérations  géomé- 
triques et  trigonométriques. 

33.  Au  reste,  en  adoptant  à  la  fois  les  deux  suppositions  de  F,  G, 
H  nulles  et  de  /,  m  nulles  aussi,  on  aura  la  solution  la  plus  simple 
XII.  32 
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par  les  trois  équations  (D)  de  l'article  29,  en  y  substituant  les  valeurs 
(le  'C.  'Q' ,  '('"  et  de/7,  q,  r,  en  ç,  <\i,  co  (art.  7,  20);  car  on  aura  de  cette 
manière  ces  trois  équations  du  premier  ordre 

,   si n  ffl  si  n  0)  f/'A  -t-  cos  o  d',\ 

A i ' =  n  sui  <D  sin  w 

dt  ' 

_  coscp  sin  w  rfj; —  sincorfoi 

li ^ ; ^=  n  cos  cp  sni  o), 

dt  ^  ' 

^  dw  -h  cos  01  d'b 

L  — '■ ; =  n  cos  M, 

dt 

lesquelles  se  réduisent  évidemment  à  celle-ci  : 

A  du 


n  dt  —  A  d'it  : 
n  dt  —  B  d<li  : 
n  dt  —  C  d'ij  -. 


Iang9  sinco 

B  tangcp  dui 
sin  M 

C  d'à 


Or,  si  l'on  élimine  di  et  d'\,  en  ajoutant  ensemble  ces  trois  équa- 
tions, après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  C  —  B,  A  —  C, 
B  —  A,  on  aura  l'équation 

A(C-B)— ^'^^ B(A-C)'i^^2?^^  +  C(R-A)^^  =  o, 

tangcp  sinoj  snico  cosco 

laquelle  se  réduit  h  cette  forme 

cos&)(iw  C(B  —  k)  dw 


sinu  A(C  —  B 

B(A—  C)  tango ^ 

'  langip 

où  les  variables  sont  séparées. 

Le  second  membre  de  cette  équation  se  cbange  en 

C  (  B  —  A  )  sin©  cos  a  c/ts 
B(A  —  C)  sin'-'cp  —  A(C  —  B)  cos-œ 

ou  encore  en 

C(B  —  A)  sin 29 fl'o 
2AB  — C(A+  B)  +  (;(B— A)cos2cp' 
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donc,  en  intégrant  logarithmiquement  et  passant  ensuite  des  loga- 
rithmes aux  nombres,  on  aura 

K 


2AB  — C(A  +  B)  +  C(B  — A)cos29 


Slll-(o 


K  étant  une  constante  arbitraire.  Or  tanafs  =  i/~ — '"'"'' ^ '^ :  donc,  sub- 
stituant  la  valeur  précédente,  on  aura 


/2A(B  —  C)  siii-c 
V  2B(C  —  A)siii=c 


et,  mettant  cette  valeur  de  tango  dans  les  deux  premières  équations 
différentielles,  on  aura 


,,        .    ,,  A  f/w      /aBlL  —  A  1  siii^co  +  k 

n  cil  —  A  d'il  z=  H : 1  /      .  '    --— ^ — ; — , 

^  sincj  V   2A(B— C)sin-w  —  K 


,,      „    ,,  B  dr,)      /2A(  B  ■ 

ndt~B  d'il  = : 1  /  ^rr^-=r- 

siiiti)  y    2B (L.  - 


•  C)  sin^w  —  K. 


A)  siii-w  -+-  Iv 

équations  où  les  indéterminées  sont  séparées  et  qui,  étant  intégrées, 
donneront  z  et  4'  en  fonctions  de  w. 

Cette  solution  revient  à  celle  que  d'Alembert  a  donnée  dans  le 
Tome  IV  de  ses  Opuscules. 

34.  Venons  au  second  cas,  où  l'on  suppose  le  corps  grave  suspendu 
par  un  point  fixe,  autour  duquel  il  peut  tourner  en  tout  sens.  En  pre- 
nant ce  point  pour  le  centre  du  corps,  c'est-à-dire  pour  l'origine  com- 
mune des  coordonnées  ^,  y],  "C  et  a,  b,  c,  et  supposant  les  ordonnées  "( 
verticales  et  dirigées  de  haut  en  bas,  on  aura,  pour  le  mouvement  de 
rotation  du  corps,  les  équations  (B)  de  l'article  23.  Ces  équations  sont 
plus  compliquées  que  celles  du  cas  précédent,  à  raison  des  termes 
multipliés  par  les  quantités  ^aT)m,  ^bBm,  ^cDm,  lesquelles  ne  sont 
plus  nulles  lorsque  le  centre  du  corps,  dont  la  position  est  ici  donnée, 
tombe  hors  de  son  centre  de  gravité;  on  peut  néanmoins  encore  faire 
évanouir  deux  de  ces  quantités,  en  faisant  passer  par  le  centre  de  gra- 
vité l'un  des  axes  des  coordonnées  a,  b,  c,  dont  la  position  dans  le  corps 
est  arbitraire,  ce  qui  simplifiera  un  peu  les  équations  dont  il  s'agit. 
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Supposons  donc  que  l'axe  des  coordonnées  c  passe  par  le  centre  de 
gravité  du  corps;  on  aura  alors,  par  les  propriétés  de  ce  centre, 

et  si  l'on  nomme  k  la  distance  entre  le  centre  du  corps,  qui  est  le  point 
de  suspension,  et  son  centre  de  gravité,  il  est  visible  qu'on  aura  aussi 

§(c— A-)Dw=o; 

donc 

§c  Dm  =  §A  Dm  =  A-  §Dm  =  km, 

en  nommant  m  la  masse  du  corps. 

Faisant  ces  substitutions  et  mettant  K  pour  krii,  on  aura  les  trois 
équations  suivantes  : 

^^ 

'  j.,  ,1'r  AT' 

I        CIL  Ul  U'I 

)    ,^ 

(E)  \      dq  d'Y  dl       ._, 


dans  lesquelles 

T—^{Ap'-  4-  B^^  +  Cr-}  —  Fqi-  —  Gpr-  —  Upq. 

35.  On  peut  d'abord  trouver  deux  intégrales  de  ces  équations,  en 
les  ajoutant  ensemble,  après  les  avoir  multipliées  respectivement  par 
p,  fj,  7'  ou  par  'C,  C.  C";  car,  à  cause  de 

dZ' ^{K" '■-!;'"  g)  dt,       dK"={K"'p-K'r)dt,       d-c:"^{t'q-^'p)dt      • 

(art.  13),  on  aura  ainsi  les  deux  équations 

,dT  .dT  ,d'l      ^  ,^,„ 

pd-z \-  q  d  -^ \-rd  -= K.  dç"  :=  o, 

dp  dq  dr 

wj<^T       „^^T       ^„,,dT       âT_      (9T_      dT,^,„ 
dp  dq  dl'        dp  dq  dr 


dp          dT 

dt     -^''dr- 

dT 

"  dq            dT 
dt    "^  '  dp 

dT 

"^Jf           dT 

dt      ^Pàq 

dT 

-'Tp 
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dont  les  intégrales  sont 

dT  dT         dT      „      ,.„,„       . 

p^~  +  q-r  +  ''j T  —  KÇ"=:/, 

dp  aq  or 

^,dT       ^„dT       ^,„dT       , 
dp  oq  or 

/et  A  étant  deux  constantes  arbitraires. 

Il  paraît  difficile  de  trouver  d'autres  intégrales  et,  par  conséquent, 
de  résoudre  le  problème  en  général.  Mais  on  y  peut  parvenir  en  suppo- 
sant que  la  figure  du  corps  soit  assujettie  à  des  conditions  particu- 
lières. 

Ainsi,  en  supposant  F  =  o,  G  =  o,  H  =  o,  et  de  plus  A  =  B,  on 

aura 

d'\       ,  d'Y 

Tp=-^P'       ^=^^^' 

et  la  troisième  des  équations  (E)  deviendra  d-^  =  o,  dont  l'intég^'ale 

est 

^r-  =  consl. 
àr 

Ce  cas  est  celui  où  l'axe  des  coordonnées  c,  c'est-à-dire  la  droite  qui 
passe  par  le  point  de  suspension  et  par  le  centre  de  gravité,  est  un  axe 
naturel  de  rotation,  et  où  les  moments  d' inertie  autour  des  deux  autres 
axes  sont  égaux  (art.  32),  ce  qui  a  lieu  en  général  dans  tous  les  solides 
de  révolution,  lorsque  le  point  fixe  est  pris  dans  l'axe  de  révolution. 
La  solution  de  ce  cas  est  facile,  d'après  les  trois  intégrales  qu'on  vient 
de  trouver  ('). 

En  effet,  puisque 

2  2   ' 


(')  Il  est  digne  de  remarque  que  ce  problème  ait  été  postérieurement  résolu  par  Poisson 
comme  entièrement  nouveau.  La  solution  qu'il  en  donne,  sans  citer  aucunement  Lagrange, 
fait  partie  du  XVP  Cahier  du  Journal  de  l'École  Polytechnique,  publié  en  iSi5,  et  a  été 
reproduite  dans  la  seconde  édition  de  sa  Mécanique.  (/.  Bertrand.) 
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il  est  visible  que  ces  trois  intégrales  se  réduiront  à  cette  forme 

A  (/>'  +  ?-)  -H  Cr^-  2KÇ"'=  if, 

/,  h,  n  étant  des  constantes  arbitraires. 

Donc,  si  l'on  substitue  pour  '(',  '(".  C",  et  pour/?,  q,  r  leurs  valeurs 
en  fonctions  de  <p,  '-];,  w  (art.  7,  20),  on  aura  ces  trois  équations 

.   sia-io  c/'A-  + f/or         r^    „  n  j- 

A Y-, \-\jn- —  2  G  cosw  ^=if, 

.  siii-toc?'!!       ,-,  ,  d(Ti  -\-  cosa  d'h 

A  ■ ; H-  L  /î  ces  W  =  II,  — ; =^  n, 

dt  dt 

lesquelles  ont,  comme  l'on  voit,  l'avantage  que  les  angles  finis  '\i  eio 
ne  s'y  trouvent  pas. 

La  seconde  donne  d'abord 

,  d'i^ h  —  Çiii  cos a 

dl  A  sin-w 

et,  cette  valeur  étant  substituée  dans  la  première,  on  aura 

Asinojc^ùj 
dt  : 


y/A  siii'^  to  (  2/  —  C  rt-  +  2  K  cos  M  )  —  (A  —  Cnco^u)'^ 
ensuite  la  deuxième  et  la  troisième  donneront 
{Il  —  Cn  COS (li )  d(,) 


d^  = 


sin&j\/Asin^to(2/ —  C/«^  -h  2K  costo)  —  (li  —  Cn  cosw)^ 

\An  —  /iC0Sw-t-(C  —  A)  n  COS^  cy]  d(,) 

d(çi  =  -  1 

sinto  y/A  sin-to  (2/ —  Cri' -h  2K.COSW)  —  {li  —  C/t  cosw)- 

équations  où  les  indéterminées  sont  séparées,  mais  dont  l'intégration 
dépend  en  général  de  la  rectification  des  sections  coniques. 

36.  Reprenons  les  équations  (E)  et  substituons-y  les  valeurs  de  -r-' 
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-j->  ^  en p,  q,  r;  elles  deviendront 

Adp  —  Gdr  —  ndq 

di 

Bdç—F  dr  —  H  dp 

dt 

C  d/'  —  F  drj  —  G  dp 


-f-  (C  —  B)  f//-  -H  F  {/■■'  —  ry-)  —  Gpq  +  ïlpr  +  KÇ"  =  O, 
+  (A  — C)/>/-  +  G(/3°-— /•-)— Hgr/-  +  Ypq  —  Kli'—o, 
^^^  +  (R  -  A )/)9  +  II ( 92_^2)  _  F/,,-  4-  G?/-  =  o. 


Dans  l'élat  de  repos  du  corps,  les  trois  quantités/?,  g,  r  sont  nulles, 

puisque  \Jp-  -i-  q^  -h  r-  est  la  vitesse  instantanée  de  rotation  (art.  29); 

donc  on  aura  alors 

Z'  —  o        et        Ç"=o; 

en  sorte  qu'à  cause  de  '('"  +  "C""  -+-  "C"'  =  i  et,  par  conséquent,  de"C"=  r, 
l'axe  des  coordonnées  'C  coïncidera  avec  celui  des  ordonnées  c;  c'est- 
à-dire  que  ce  dernier  axe  qui  passe  par  le  centre  de  gravité  du  corps, 
et  que  nous  nommerons  dorénavant  Vaœe  du  corps,  sera  vertical,  ce  qui 
est  l'état  d'équilibre  du  corps;  et  cela  se  voit  encore  mieux  par  les  for- 
mules de  l'article  7,  lesquelles  donnent  sinm  sinco  =  o,  coscp  sinco  ==  o 
et,  par  conséquent,  w  =  o,  w  étant  l'angle  des  deux  axes  des  coordon- 
nées c  et  '(. 

Si  donc,  en  supposant  le  corps  en  mouvement,  on  suppose  en  même 
temps  que  son  axe  s'éloigne  très  peu  de  la  verticale,  en  sorte  que 
l'angle  de  déviation  o)  demeure  toujours  très  petit,  alors  les  quantités 
^',  'C  seront  très  petites,  et  l'on  aura  le  cas  où  le  corps  ne  fait  que  de 
très  petites  oscillations  autour  de  la'verticale,  en  ayant  en  même  temps 
un  mouvement  quelconque  de  rotation  autour  de  son  axe. 

Ce  cas,  qui  n'a  pas  encore  été  résolu,  peut  l'être  facilement  et  com- 
plètement par  nos  formules;  car,  en  regardant  "C  et  'C"  comme  très 
petites  du  premier  ordre  et  négligeant  les  quantités  très  petites  du 
second  ordre  et  des  ordres  suivants,  on  trouve,  par  les  équations  de 
condition  de  l'article  5, 

r  =  i,  f'  =  -^'Ç'-rç",      .    ■/)'"  =  - r/r-r)"Ç" 
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et 

^'2_|_^"2— i^         rj'-  +  yi"^=i,         ^'Y)'  +  ^"-n"=  o; 

donc 

J'^sinro,         ^"=:cosc7,         rj'=:sin9,         y)"=cos9       et       cos(ct — ô)^o; 
d'où 

CT  ^  90"  -+-  9 

et,  par  conséquent, 

^'=cos5,         Ç"  =  — sinO. 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  dP,  c/Q,  dR  de  l'ar- 
ticle 11,  on  aura 

dP  —  i:'dO  +  d'C",        dQ  =  -ç"  dO  —  dt:',        dR  —  dd, 

en  négligeant  toujours  les  quantités  du  second  ordre. 

Ainsi  donc  on  aura 

dP      Ç'rfg  +  r/C" 


/'  = 

dt               dt 

1  = 

dQ  _  Ç"  de  —  rf?' 

dt  ~          dt 

dR     de 

dt        dt 

valeurs  qui,  étant  substituées  dans  les  équations  différentielles  ci- 
dessus,  donneront,  en  négligeant  les  puissances  et  les  produits  de  'Ç, 
"C",  des  équations  linéaires  pour  la  détermination  de  ces  variables. 

Mais,  avant  de  faire  ces  substitutions,  on  remarquera  qu'en  suppo- 
sant "C  et  "(''  nuls,  les  équations  dont  il  s'agit  donneront 

^d-e     ,,rfe^  ^d^e     ^de-  ^d-^e 

dt^  dt'-  dt-  df-  dt- 

Donc,  puisque  C  ne  saurait  devenir  nul,  à  moins  que  le  corps  ne  se 
réduise  à  une  ligne  physique,  C  étant  §(a^-i-  h-)  D«z,  il  s'ensuit  qu'on 

d-  R 

ne  peut  satisfaire  à  ces  équations  qu'en  faisant  -^  =  o,  et  ensuite,  ou 

de  -,-,         ,  ^ 

-—  =  o,  ou  f  ^  o  et  (j  =  o. 

dt 

De  là  il  est  facile  de  conclure  que,  lorsque  'C  et  '("  ne  sont  pas  nuls. 
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mais  seulement  très  petits,  il  faudra  que  les  valeurs  de  -j-'  ou  de  F  et  G 
soient  aussi  très  petites,  ce  qui  fait  deux  cas  qui  demandent  à  être  exa- 
minés séparément. 

.37.  Supposons  premièrement  que  — -  soit  une  quantité  très  petite  du 
même  ordre  que  "C  et  'Ç" ;  on  aura,  aux  quantités  du  second  ordre  près. 


P  — 


de"  _        d^' 

~dt'  ^  ~~  ~~di' 


Par  ces  substitutions,  en  négligeant  toujours  les  quantités  du  second 
ordre  et  changeant,  pour  plus  de  simplicité,  les  lettres  "Ç,  "C'en  s,  u, 
les  équations  différentielles  de  l'article  précédent  deviendront 

KcPu-GdQ  +  HdKs       ^. 


df'- 


—  K*  =0, 


dt- 

Cd^6  +  ¥d'-s  —  Gd-'u 

■ r^ ^  O. 

dt- 

I       1        •'         I  '^''^        G  d- Il  —  F  d- s  ,  -.      .       1    »• 

La  dernière  donne  -j-^  =  j^-n, ;  et,  cette  valeur  étant  substi- 

dt-  C  dt- 

tuée  dans  les  deux  premières,  on  aura  ces  deux-ci  : 
(  AC  -  G^)d'u  -+-  (CH  +  GF)  d's 


dt^ 

(BC  — F^)c/^;  +  (CH  +  GF)  cPji 


+  CKu=o, 
+  CKs  =0, 


dont  l'intégration  est  facile  par  les  méthodes  connues. 
Qu'on  suppose  pour  cela 

s=  asin(p^  H- (3),         «  =  y  sin(p<  +  (3), 

a,  p,  y,  p  étant  des  constantes  indéterminées;  on  aura,  après  ces  sub- 
stitutions, ces  deux  équations  de  condition 

(  AC  -  G^ )  yp^  +  ( CH  -t-  GF)  ap'  -  CK y  =  o, 

(BC  —  F=)ap^ -1-  (CH  +  GF) yp-  -  CKa  =  o, 

XII.  33 
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lesquelles  donnent 

y  ^       (CH  +  GF)p^       _  CK-(BC-F^)p^ 
<x^  CK  —  {AC-G^)p'-'~      (CH  +  GF),o2      ' 

d'où  résulte  cette  équation  en  p 

-4 [BC  -  F^  +  AC  -  G^]  ^  +  (BC  -  F^)  (AC  -  G^)  -  (CH  -I-  GF)^=  o, 

laquelle  aura,  comme  l'on  voit,  quatre  racines  égales  deux  à  deux  et 
de  signe  contraire. 

Si  donc  on  désigne,  en  général,  par  p  et  p'  les  racines  inégales  de 
cette  équation,  abstraction  faite  de  leur  signe,  et  qu'on  prenne  quatre 
constantes  arbitraires  a,  a',  [3,  [i',  on  aura,  en  général, 

5  =  a  sin  (p<  +  (3)  +  a'  sin  [p'  t  +  [3') 

et,  par  conséquent, 

_  (CH  +  GF)p^'asin(p<  +  P)       (CH  +  GF)p'^a'sin(p'f  +  (3') 
"^         CK-(AC-G-^)p-^         "^  GK-(AC-G2)p'2 

Enfin,  on  aura,  en  intégrant  la  valeur  de  yj, 

G 

De  sorte  que  l'on  connaîtra  ainsi  toutes  les  variables  en  fonction  de  t, 
et  le  problème  sera  résolu. 

Au  reste,  comme  cette  solution  est  fondée  sur  l'hypothèse  que  s,  u  et 

-7-  soient  de  très  petites  quantités,  il  faudra  pour  qu'elle  soit  légitime  : 

i"  que  les  constantes  a,  a' et  h  soient  aussi  très  petites;  2'^  que  les  ra- 
cines p,  p'  soient  réelles  et  inégales,  afin  que  l'angle  t  soit  toujours 
sous  le  signe  des  sinus.  Or  cette  seconde  condition  exige  ces  deux-ci 

BG--F2+ AG-G2>o, 

[BC  -  F^  +  AC  -  G^]^  >  4[(BC  -  F^)  (  AC  -  G'-)  -  (CH  +  GF)^], 
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lesquelles  dépendent  uniquement  de  la  figure  du  corps  et  de  la  situa- 
tion du  point  de  suspension. 

38.  Supposons,  en  second  lieu,  que  les  constantes  F  et  G  soient  aussi 
très  petites  du  même  ordre  que  "Cet  "(";  alors,  négligeant  les  quantités 
du  second  ordre,  et  mettant  s,  u  à  la  place  de  '(',  "C",  les  équations  dif- 
férentielles de  l'article  36  deviendront 


k[d{s dd) -^  d^ u'\       Gd^'e       H[d(ud6)  —  d-'s] 

.  r],,-\  r/f) 

H-  K(/  =  0, 


dt-  dt"^  dt^ 

iC  —  B)iiidd  —  ds)dd       Fde^       n{sdd  +  du)dd 


dt-  dl-  dt'- 

l^[d{ude)  —  d's]  _  Ff/^g  _  E[d{sde)  +  d''u] 

dt^  dt''  dt'^ 

_^  {k  —  Ç.)  {s dQ -^  du)  dQ  _  Gde^'  _  Yl{ude  —  ds)dO  _  j^    _ 

dt-  dt^  dt-  ' 

Cd'-e 

dt- 


La  dernière  donne 


et,  intégrant. 


d'9 


dt 


n  étant  une  constante  arbitraire  de  grandeur  quelconque. 

dt 


dfi 

Substituant  cette  valeur  de  -j-  dans  les  deux  équations,   on   aura 


celles-ci 

A^+H^  +(A-hB-C)«^  +(C-B)«2„h_F/i^h-H«=5  +  Km=o, 
dt^  dt^  dt 

B  ^'+H^-(A  +  B-C)n^'  +  (C-A)n^5+G/i^+H«-^M  +  K5=o, 
dont  l'intégration  n'a  aucune  difficulté. 
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Qu'on  les  divise  par  n},  et  qu'on  y  remette,  pour  plus  de  simplicité, 
//ô  à  la  place  de  ndt,  en  se  souvenant  que  d^  est  désormais  constant, 

on  aura,  en  ordonnant  les  termes  et  faisant  L  =  -^  =  — j-  (art.  34), 


(C-A  +  L)^+B  J  +(C- 

-A- 

-<, 

(C^B  +  L),/H-A^^-(C- 

-  A 

-< 

H      £< 


~d¥ 

d-s 
W 

Pour  intégrer  ces  équations,  je  commence  par  faire  disparaître  les 
termes  tout  constants,  en  supposant  s  ^=  x  -+-/,  u  =^y  -^  h,  et  déter- 
minant les  constantes/,  h,  en  sorte  que  les  termes  F  et  G  disparais- 
sent; ce  qui  donnera  ces  deux  équations  de  condition 

(C  —  A  -^  L)/  +  H/i  +  G  =  o,        (G  -  B  +  h)h  +  H/+  F  =  o; 

d'où  l'on  tirera 


FH-G(C-B  +  L) 

(C- 

-B  +  L)(C  — A  +  L)  — H^' 

GH-F(C-A  +  L) 

(G- 

-B4-L)(C-A-i-L)-tP' 

et  l'on  aura  en  x,  y,  G  les  mêmes  équations  qu'en  s,  n,  ô,  avec  cette 
seule  différence  que  les  termes  constants  G,  F  n'y  seront  plus. 
Je  suppose  maintenant 

a,  [B  et  i  étant  des  constantes  indéterminées,  et  e  le  nombre  dont  le 
logarithme  hyperbolique  est  i.  Comme  tous  les  termes  des  équations 
à  intégrer  contiennent  a?  et  j  à  la  première  dimension,  il  s'ensuit 
qu'ils  seront,  après  les  substitutions,  tous  divisibles  par  e'\  et  il  res- 
tera ces  deux  équations  de  condition 

[G  — A  +  L4-Bi^]a+  [(G  — A-B)i  — H(n-j2)];3  =  o, 
[C-B  +  L  +  Ai-^]P— [(G  — A-B)i  — H(i  +  j2)]a  =  o, 
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lesquelles  donnent 

p C  — A  +  L  +  Bf^  _  (C  — A  — B)  +  H(i  +  t-) , 

a"      (C  — A  — B)j"-+-H(n-t2)  ~         C-B  +  L-i-At^        ' 

de  sorte  qu'on  aura  cette  équation  en  i 

[C-B  +  Lh-Aj=][C-A  +  L  +  B/=]  +  (C-A-B)^j^-H2(i4-j2)-^=o, 
laquelle,  en  faisant  i  +  «-=  p,  se  réduit  à  cette  forme 

(AB-H^)p^+[(A  +  B)(L-C)H-C=]p  +  L^-2L(A  +  B  — C)  =  o. 
Ayant  déterminé  p  par  cette  équation,  on  aura 


fi /r-T  (A  +  B  — C)v/p  — I -t-Hp 


J=« 


L-Co 


Vp-'. 


et  la  constante  a  demeurera  indéterminée.  Or,  comme  l'équation  en  p 
a  deux  racines,  et  que  le  radical  y/p—  i  peut  être  pris  également  en  plus 
et  en  moins,  on  aura  ainsi  quatre  valeurs  différentes  deœ,  y,  lesquelles, 
étant  réunies,  satisferont  également  aux  équations  proposées,  puisque 
les  variables  œ,  y  n'y  sont  que  sous  la  forme  linéaire.  Prenant  donc 
quatre  constantes  différentes  pour  a,  on  aura  de  cette  manière  les  va- 
leurs complètes  de  ce  et  y,  puisque  ces  valeurs,  ne  dépendant  que  de 
deux  équations  différentielles  du  second  ordre,  ne  sauraient  renfermei' 
au  delà  de  quatre  constantes  arbitraires. 

39.  Pour  que  les  expressions  de  a:  et  j  ne  contiennent  point  d'arcs 
de  cercle,  il  faut  que  s/p—i  soit  imaginaire,  et  qu'ainsi  p  soit  une 
quantité  réelle  et  moindre  que  l'unité. 

Dénotons  par  p  et  cr  les  deux  racines  de  l'équation  en  p,  supposées 
réelles  et  moindres  que  l'unité,  et  donnons  aux  quatre  constantes  arbi- 


traires cette  forme  imaginaire 

ae^'^-'  ae-^v-'       ye^v-'  ye 


S' 


2  y/— "t  2  y/ — I         2  y/ — i  2  y/ — i 

on  aura,  en  faisant  ces  substitutions  et  passant  des  exponentielles 
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aux  sinus  et  cosinus,  ces  expressions  complètes  et  réelles  de  a;  et  j 

.r  =  asin(9v/i  — p  +  (3)+y  sin(9v/i  —  cr -h  s), 

a(A  -i-B  —  C)  v^i  ~p  I.  I ^\ 

'  '^  cos(9\/i  —  p  +  (3j 

sinl^&i^/T^p  +  (3) 


B  — C4-A(i  — p)-L 
aHp 


'    B  — C  +  A(i  — p)  — L 

y(A  +  B-C)v/(7^7) 
B  — C  +  A(i-ff 

yHcr 

"^  B  — C4-A(i— !t)  — L 


sin(9^i  —  (7  +  s), 


OÙ  a,  [3,  y.  ï  sont  des  constantes  arbitraires  dépendantes  de  l'état  ini- 
tial du  corps. 

Ayant  ainsi  x  et  y,  on  aura 

_  FH  +  G(B-C-L) 

^  "■^"^  (A-C-L)(B-C-L)-H-^' 


«  =  J 


GH  +  F(A-C-L) 
(A-C:-L)(B  — C-L)-H^" 


Donc,  prenant  pour  G  un  angle  quelconque  proportionnel  au  temps, 
on  aura  (art.  36)  ces  valeurs  des  neuf  variables  ç',  tj',  "C,  ç",  y]",  ... 

ç'  =  -i-    COS0,  -o'  =  +    sinô,  Ç'  =  .s, 

1"=:—    sinô,  -/)"=+cos5,  Ç"=î<, 

^"'=  — 5COS(9  +  «  sin9,         -o'''^-— 5  sin9  —  «  cosô,         Ç"'=i; 

en  sorte  qu'on  connaîtra  les  coordonnées  ^,  y],  "C  de  chaque  point  du 
corps  pour  un  instant  quelconque  (art.  1). 

Si  l'on  compare  les  expressions  précédentes  de  ?',  y)',  ...  avec  celles 
de  l'article  7,  on  en  déduira  facilement  les  valeurs  des  angles  de  rota- 
tion cp,  '\,  co;  et  l'on  trouvera 


-l-iJ/=9,         sincpsinto  =  5,         cosç  sinco  i=  ;/; 


d'où  l'on  tire 


tangw  =  v/«^+ «S         tang<p  =  ->         i];  =  6  — 
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Et  il  est  facile  de  voir,  d'yprès  les  définitions  de  l'article  7,  que  co 
sera  l'inclinaison,  supposée  très  petite,  de  l'axe  du  corps  avec  la  verti- 
cale; que  'I  sera  l'angle  que  cet  axe  décrit  en  tournant  autour  de  la 
verticale,  et  que  9  sera  l'angle  que  le  corps  même  décrit  en  tournant 
autour  du  même  axe,  ces  deux  derniers  angles  pouvant  être  de  gran- 
deur quelconque. 

40.  Mais  il  faut  pour  l'exactitude  de  cette  solution  que  les  variables 
s  et  u  demeurent  toujours  très  petites.  Ainsi,  non  seulement  les  con- 
stantes a  et  y,  qui  dépendent  de  l'état  initial  du  corps,  devront  être 
très  petites,  mais  il  faudra  que  les  valeurs  des  constantes  F  et  G,  don- 
nées par  la  figure  du  corps,  soient  aussi  très  petites,  et  que,  de  plus, 
les  racines  p  et  ct  soient  réelles  et  positives,  afin  que  l'angle  0  soit  tou- 
jours renfermé  dans  des  sinus  ou  cosinus. 

Si  l'on  suppose  F  =  o,  G  =  o,  savoir 

\.Oc])in  ^o,         VrtcD/?i=:o, 

on  aura  les  conditions  nécessaires  pour  que  les  moments  des  forces 
centrifuges  autour  de  l'axe  du  corps,  qui  est  en  même  temps  celui  des 
coordonnées  c,  se  détruisent,  en  sorte  que  le  corps  puisse  tourner  uni- 
formément et  librement  autour  de  cet  axe.  Or  on  sait  qu'il  y  a,  dans 
chaque  corps,  trois  axes  perpendiculaires  entre  eux  et  passant  par  le 
centre  de  gravité,  lesquels  ont  cette  propriété,  et  qu'on  nomme  com- 
munément, d'après  Euler,  \es  axes  principaux  du  corps .  Donc,  puisque 
nous  avons  supposé  que  l'axe  du  corps  passe  en  même  temps  par  le 
centre  de  gravité  et  par  le  point  de  suspension,  il  s'ensuit  que  les 
quantités  F  et  G  seront  nulles  lorsque  le  corps  sera  suspendu  par  un 
point  quelconque  pris  dans  un  de  ses  axes  principaux. 

Donc,  pour  que  ces  quantités,  sans  être  absolument  nulles,  soient 
du  moins  très  petites,  il  faudra  que  le  point  de  suspension  du  corps 
soit  très  près  d'un  de  ses  axes  principaux;  c'est  la  première  condition 
nécessaire  pour  que  l'axe  du  corps  ne  fasse  que  de  très  petites  oscilla- 
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lions  autour  de  la  verticale,  le  corps  lui-même  ayant  d'ailleurs   un 
mouvemeut  quelconque  de  rotation  autour  de  cet  axe. 

L'autre  condition  nécessaire  pour  que  ces  oscillations  soient  tou- 
jours très  petites  dépend  de  l'équation  en  p,  et  se  réduit  à  celles-ci 

[(A  +  B)(L  — C)-t-C2]^>4(AB  — H2)[L-2— 2L(A-f-B  -C)], 
2(AB  — HnH-(A  +  B)(L  — C)-hC^ 


AB  — H=^ 

(A  — C  — L)(B  — C  — Ll  —  H= 
AB  — H- 


>o, 


>o, 


lesquelles  dépendent  à  la  fois  de  la  situation  du  point  de  suspension 
et  de  la  figure  du  corps. 

41.  La  solution  que  nous  venons  de  donner  embrasse  la  théorie  des 
petites  oscillations  des  pendules,  dans  toute  la  généralité  dont  elle  est 
susceptible.  On  sait  que  Huygens  a  donné,  le  premier,  la  théorie  des 
oscillations  circulaires  :  Clairaut  y  a  ajouté  ensuite  celle  des  oscilla- 
tions coniques,  qui  ont  lieu  lorsque  le  pendule,  étant  tiré  de  sa  ligne 
de  repos,  reçoit  une  impulsion  dont  la  direction  ne  passe  pas  par  cette 
ligne.  Mais,  si  le  pendule  reçoit  en  même  temps  un  mouvement  de 
rotation  autour  de  son  axe,  la  force  centrifuge  produite  par  ce  mouve- 
ment pourra  déranger  beaucoup  les  oscillations,  soit  circulaires,  soit 
coniques,  et  la  détermination  de  ces  nouvelles  oscillations  est  un  pro- 
blème qui  n'avait  pas  encore  été  résolu  complètement,  et  pour  des 
pendules  de  figure  quelconque.  C'est  la  raison  qui  m'a  déterminé  à 
m'en  occuper  ici. 
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SECTION  DIXIÈME. 


SUR    LES    PRINCIPES    DE    L  IIYDRODYNAMIOUE. 


La  détermination  du  mouvement  des  fluides  est  l'objet  de  l'Hydro- 
dynamique; celui  de  l'Hydraulique  ordinaire  se  réduit  à  l'art  de  con- 
duire les  eaux  et  de  les  faire  servir  au  mouvement  des  machines.  Cet 
art  a  dû  être  cultivé  de  tout  temps,  pour  le  besoin  qu'on  en  a  toujours 
eu,  et  les  anciens  y  ont  peut-être  autant  excellé  que  nous,  à  en  juger 
par  ce  qu'ils  nous  ont  laissé  dans  ce  genre. 

Mais  l'Hydrodynamique  est  une  science  née  dans  le  siècle  dernier. 
Newton  a  tenté  le  premier  de  calculer  par  les  principes  de  la  Méca- 
nique le  mouvement  des  fluides,  et  d'Alembert  est  le  premier  qui  ait 
réduit  les  vraies  lois  de  leur  mouvement  à  des  équations  analytiques. 
Archimède  et  Galilée  (car  l'intervalle  qui  a  séparé  ces  deux  grands 
génies  disparait  dans  l'histoire  de  la  Mécanique)  ne  s'étaient  occupés 
que  de  l'équilibre  des  fluides. 

Torricelli  commença  à  examiner  le  mouvement  de  l'eau  qui  sort 
d'un  vase  par  une  ouverture  fort  petite,  et  à  y  chercher  une  loi.  Il 
trouva  qu'en  donnant  au  jet  une  direction  verticale,  il  atteint  toujours, 
à  très  peu  près,  le  niveau  de  l'eau  dans  le  vase;  et  comme  il  est  à  pré- 
sumer qu'il  l'atteindrait  exactement  sans  la  résistance  de  l'air  et  les 
frottements,  Torricelli  en  conclut  que  la  vitesse  de  l'eau  qui  s'écoule 
est  la  même  que  celle  qu'elle  aurait  acquise  en  tombant  librement  de 
la  hauteur  du  niveau,  et  que  cette  vitesse  est,  par  conséquent,  propor- 
tionnelle à  la  racine  carrée  de  la  même  hauteur. 

Ne  pouvant  cependant  parvenir  à  une  démonstration  rigoureuse  de 
XII.  34 
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cette  proposition,  il  se  contenta  de  la  donner  comme  un  principe  d'ex- 
périence, à  la  fin  de  son  Traité  De  Motii  naturaliter  accelerato,  imprimé 
en  1643.  Newton  entreprit  de  la  démontrer  dans  le  second  Livre  des 
Principes  mathématiques,  qui  parurent  en  1687;  mais  il  faut  avouer  que 
c'est  l'endroit  le  moins  satisfaisant  de  ce  grand  Ouvrage. 

Si  l'on  considère  une  colonne  d'eau  qui  tombe  librement  dans  le 
vide,  il  est  aisé  de  se  convaincre  qu'elle  doit  prendre  la  figure  d'un 
conoïde  formé  par  la  révolution  d'une  hyperbole  du  quatrième  ordre 
autour  de  l'axe  vertical;  car  la  vitesse  de  chaque  tranche  horizon- 
tale est,  d'un  côté,  comme  la  racine  carrée  de  la  hauteur  d'où  elle  est 
descendue,  et,  de  l'autre,  elle  doit  être,  par  la  continuité  de  l'eau,  en 
raison  inverse  de  la  largeur  de  cette  tranche  et,  par  conséquent,  en 
raison  inverse  du  carré  de  son  rayon  ;  d'où  il  résulte  que  la  portion  de 
l'axe,  ou  l'abscisse  qui  représente  la  hauteur,  est  en  raison  inverse  delà 
quatrième  puissance  de  l'ordonnée  de  l'hyperbole  génératrice.  Si  donc 
on  se  représente  un  vase  qui  ait  la  figure  de  ce  conoïde,  et  qui  soit 
entretenu  toujours  plein  d'eau,  et  qu'on  suppose  le  mouvement  de 
l'eau  parvenu  à  un  état  permanent,  il  est  clair  que  chaque  particule 
d'eau  y  descendra  comme  si  elle  était  libre,  et  qu'elle  aura,  par  consé- 
quent, au  sortir  de  l'orifice,  la  vitesse  due  à  la  hauteur  du  vase  de 
laquelle  elle  est  tombée. 

Or  Newton  imagine  que  l'eau  qui  remplit  un  vase  cylindrique  ver- 
tical, percé  à  son  fond  d'une  ouverture  par  laquelle  elle  s'échappe,  se 
partage  naturellement  en  deux  parties,  dont  l'une  est  seule  en  mouve- 
ment et  a  la  figure  du  conoïde  dont  nous  venons  de  parler  :  c'est  ce 
qu'il  nomme  la  cataracte;  l'autre  est  en  l'epos,  comme  si  elle  était 
glacée.  De  cette  manière,  il  est  clair  que  l'eau  doit  s'échapper  avec  une 
vitesse  égale  à  celle  qu'elle  aurait  acquise  en  tombant  de  la  hauteur 
du  vase,  comme  Torricelli  l'avait  trouvé  par  l'expérience.  Cependant 
Newton,  ayant  mesuré  la  quantité  d'eau  sortie  dans  un  temps  donné 
et  l'ayant  comparée  à  la  grandeur  de  l'orifice,  en  avait  conclu,  dans  la 
première  édition  de  ses  Principes,  que  la  vitesse  au  sortir  du  vase 
n'était  due  qu'à  la  moitié  de  la  hauteur  de  l'eau  dans  le  vase.  Cette 
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erreur  venait  de  ce  qu'il  n'avait  pas  d'abord  fait  attention  à  la  contrac- 
tion de  la  veine;  il  y  eut  égard  dans  la  seconde  édition,  qui  parut  en 
1714,  et  il  reconnut  que  la  section  la  plus  petite  de  la  veine  était,  à 
l'ouverture  du  vase,  à  peu  près  comme  i  à  y's;  de  sorte  qu'en  prenant 
cette  section  pour  le  vrai  orifice,  la  vitesse  doit  être  augmentée  dans  la 
même  raison  de  i  à  y/a  et  répondre,  par  conséquent,  à  la  hauteur 
entière  de  l'eau.  De  cette  manière,  sa  théorie  se  trouva  rapprochée  de 
l'expérience,  mais  elle  n'en  devint  pas  pour  cela  plus  exacte;  car  la 
formation  de  la  cataracte  ou  vase  fictif  dans  lequel  l'eau  est  supposée 
se  mouvoir,  tandis  que  l'eau  latérale  demeure  en  repos,  est  évidem- 
ment contraire  aux  lois  connues  de  l'équilibre  des  fluides,  puisque 
l'eau  qui  tomberait  dans  cette  cataracte  avec  toute  la  force  de  sa 
pesanteur,  n'exerçant  aucune  pression  latérale,  ne  saurait  résister  à 
celle  du  fluide  stagnant  qui  l'environne. 

Vingt  ans  auparavant,  Varignon  avait  donné  à  l'Académie  des 
Sciences  de  Paris  une  explication  plus  naturelle  et  plus  plausible  du 
phénomène  dont  il  s'agit.  Ayant  remarqué  que,  quand  l'eau  s'écoule 
d'un  vase  cylindrique  par  une  petite  ouverture  faite  au  fond,  elle  n'a 
dans  le  vase  qu'un  mouvement  ti'ès  petit  et  sensiblement  uniforme 
pour  toutes  les  particules,  il  en  conclut  qu'il  ne  s'y  faisait  aucune 
accélération,  et  que  la  partie  du  fluide  qui  s'échappe  à  chaque  instant 
recevait  tout  son  mouvement  de  la  pression  produite  par  le  poids  de  la 
colonne  de  fluide  dont  elle  est  la  base.  Ainsi  ce  poids,  qui  est  comme 
la  largeur  de  l'orifice  multipliée  par  la  hauteur  de  l'eau  dans  le  vase, 
doit  être  proportionnel  à  la  quantité  de  mouvement  engendrée  dans  la 
particule  qui  sort  à  chaque  instant  par  le  même  orifice.  Or  cette  quan- 
tité de  mouvement  est,  comme  l'on  sait,  proportionnelle  à  la  vitesse  et 
à  la  masse,  et  la  masse  est  ici  comme  le  produit  de  la  largeur  de  l'ori- 
fice par  le  petit  espace  que  la  particule  parcourt  dans  l'instant  donné, 
espace  qui  est  évidemment  proportionnel  à  la  vitesse  même  de  cette 
particule;  par  conséquent,  la  quantité  de  mouvement  dont  il  s'agit  est 
en  raison  de  la  largeur  de  l'orifice  multipliée  par  le  carré  de  la  vitesse. 
Donc  enfin  la  hauteur  de  l'eau  dans  le  vase  est  proportionnelle  au  carré 
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de  la  vitesse  avec  laquelle  elle  s'échappe,  ce  qui  est  le  théorème  de 
Torricelli. 

Ce  raisonnement  a  néanmoins  encore  quelque  chose  de  vague,  car 
on  y  suppose  tacitement  que  la  petite  masse  qui  s'échappe  à  chaque 
instant  du  vase  acquiert  brusquement  toute  sa  vitesse  par  la  pression 
de  la  colonne  qui  répond  à  l'orifice.  Or  on  sait  qu'une  pression  ne  peut 
pas  produire  tout  à  coup  une  vitesse  finie.  Mais  en  supposant,  ce  qui 
est  naturel,  que  le  poids  de  la  colonne  agisse  sur  la  particule  pendant 
tout  le  temps  qu'elle  met  à  sortir  du  vase,  il  est  clair  que  cette  parti- 
cule recevra  un  mouvement  accéléré,  dont  la  quantité,  au  bout  d'un 
temps  quelconque,  sera  proportionnelle  à  la  pression  multipliée  par 
le  temps.  Donc  le  produit  du  poids  de  la  colonne  par  le  temps  de  la 
sortie  de  la  particule  sera  égal  au  produit  de  la  masse  de  cette  parti- 
cule par  la  vitesse  qu'elle  aura  acquise;  et  comme  la  masse  est  le 
produit  de  la  largeur  de  l'orifice  par  le  petit  espace  que  la  particule 
décrit  en  sortant  du  vase,  espace  qui,  par  la  nature  des  mouvements 
uniformément  accélérés,  est  comme  le  produit  de  la  vitesse  par  le 
temps,  il  s'ensuit  que  la  hauteur  de  la  colonne  sera  de  nouveau  comme 
le  carré  de  la  vitesse  acquise.  Cette  conclusion  est  donc  rigoureuse, 
pourvu  qu'on  accorde  que  chaque  particule,  en  sortant  du  vase,  est 
pressée  par  le  poids  entier  de  toute  la  colonne  du  fluide  qui  a  cette 
particule  pour  base;  c'est  ce  qui  aurait  lieu,  en  eff"et,  si  le  fluide  con- 
tenu dans  le  vase  y  était  stagnant,  car  alors  sa  pression  sur  la  partie 
du  fond  oti  est  l'ouverture  serait  égale  au  poids  de  la  colonne  dont 
elle  est  la  base;  mais  cette  pression  doit  être  diff'érente  lorsque  le 
fluide  est  en  mouvement.  Cependant  il  est  clair  que  plus  il  appro- 
chera de  l'état  de  repos,  plus  aussi  sa  pression  sur  le  fond  approchera 
du  poids  total  de  la  colonne  verticale;  d'ailleurs,  l'expérience  fait  voir 
que  le  mouvement  du  fluide  dans  le  vase  est  d'autant  moindre  que 
l'ouverture  est  plus  petite.  Ainsi  la  théorie  précédente  approchera 
d'autant  plus  de  la  vérité  que  les  dimensions  du  vase  seront  plus 
grandes  relativement  à  l'ouverture  par  laquelle  le  fluide  s'écoule,  et 
c'est  ce  que  l'expérience  confirme. 
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Par  une  raison  contraire,  la  même  théorie  devient  insuffisante  pour 
déterminer  le  mouvement  des  fluides  qui  coulent  dans  des  tuyaux  dont 
la  largeur  est  assez  petite  et  varie  peu.  Il  faut  alors  considérer  à  la  fois 
tous  les  mouvements  des  particules  du  fluide,  et  examiner  comment 
ils  doivent  être  changés  et  altérés  par  la  figure  du  canal.  Or  l'expé- 
rience apprend  que,  quancUe  tuyau  a  une  direction  peu  difl'érente  de 
la  verticale,  les  diff"érentes  tranches  horizontales  du  fluide  conservent 
à  très  peu  près  leur  parallélisme,  en  sorte  qu'une  tranche  prend  tou- 
jours la  place  de  celle  qui  la  précède;  d'oîi  il  suit,  à  cause  de  l'incom- 
pressibilité du  fluide,  que  la  vitesse  de  chaque  tranche  horizontale, 
estimée  suivant  le  sens  vertical,  doit  être  en  raison  inverse  de  la 
largeur  de  cette  tranche,  largeur  qui  est  donnée  par  la  figure  du 
vase. 

Il  suffit  donc  de  déterminer  le  mouvement  d'une  seule  tranche,  et 
le  problème  est,  en  quelque  manière,  analogue  à  celui  du  mouvement 
d'un  pendule  composé.  Ainsi,  comme,  selon  la  théorie  de  Jacques  Ber- 
noulli,  les  mouvements  acquis  et  perdus  à  chaque  instant  parles  diff"é- 
rents  poids  qui  forment  le  pendule  se  font  mutuellement  équilibre 
dans  le  levier,  il  doit  y  avoir  équilibre  dans  le  tuyau  entre  les  diffé- 
rentes tranches  du  fluide  animées  chacune  de  la  vitesse  acquise  ou 
perdue  à  chaque  instant;  et  de  là,  par  l'application  des  principes 
déjà  connus  de  l'équilibre  des  fluides,  on  aurait  pu  d'abord  déterminer 
le  mouvement  d'un  fluide  dans  un  tuyau,  comme  on  avait  déterminé 
celui  d'un  pendule  composé.  Mais  ce  n'est  jamais  par  les  routes  les  • 
plus  simples  et  les  plus  directes  que  l'esprit  humain  parvient  aux  véri- 
tés, de  quelque  genre  qu'elles  soient,  et  la  matière  que  nous  traitons 
en  fournit  un  exemple  frappant. 

Nous  avons  exposé,  dans  la  Section  I,  les  difî'érents  pas  qu'on  avait 
faits  pour  arriver  à  la  solution  du  problème  du  centre  d'oscillation,  et 
nous  y  avons  vu  que  la  véritable  théorie  de  ce  problème  n'avait  été 
découverte  par  Jacques  Bernoulli  que  longtemps  après  que  Huygens 
l'eut  résolu  par  le  principe  indirect  de  la  conservation  des  forces  vives. 
Il  en  a  été  de  même  du  problème  du  mouvement  des  fluides  dans  des 
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vases,  et  il  est  surprenant  qu'on  n'ait  pas  su  d'abord  profiter  pour 
celui-ci  des  lumières  que  l'on  avait  déjà  acquises  par  l'autre. 

Le  même  principe  de  la  conservation  des  forces  vives  fournit  encore 
la  première  solution  de  ce  dernier  problème  et  servit  de  base  à  l'Hy- 
drodynamique de  Daniel  BernouUi,  imprimée  en  1738,  Ouvrage  qui 
brille  d'ailleurs  par  une  Analyse  aussi  élégante  dans  sa  marcbe  que 
simple  dans  ses  résultats.  Mais  l'incertitude  de  ce  principe,  qui  n'avait 
pas  encore  été  démontré  d'une  manière  générale,  devait  en  jeter  aussi 
sur  les  propositions  qui  en  résultent,  et  faisait  désirer  une  théorie  plus 
sûre  et  appuyée  uniquement  sur  les  lois  fondamentales  de  la  Méca- 
nique. Maclaurin  et  Jean  Bernoulli  entreprirent  de  remplir  cet  objet, 
l'un  dans  son  Traité  des  Fluxions,  et  l'autre  dans  sa  Noiwelle  Hydrau- 
lique, imprimée  à  la  suite  de  ses  OEuvres.  Leurs  méthodes,  quoique 
très  différentes,  conduisent  aux  mêmes  résultats  que  le  principe  de  la 
conservation  des  forces  vives  ;  mais  il  faut  avouer  que  celle  de  Mac- 
laurin n'est  pas  assez  rigoureuse  et  paraît  arrangée  d'avance,  confor- 
mément aux  résultats  qu'il  voulait  obtenir;  et  quant  à  la  méthode  de 
Jean  Bernoulli,  sans  adopter  en  entier  les  difficultés  que  d'Alembert 
lui  a  opposées,  on  doit  convenir  qu'elle  laisse  encore  à  désirer  du  côté 
de  la  clarté  et  de  la  précision. 

On  a  vu,  dans  la  Section  I,  comment  d'Alembert,  en  généralisant  la 
théorie  de  Jacques  Bernoulli  sur  les  pendules,  était  parvenu  à  un  prin- 
cipe de  Dynamique  simple  et  général,  qui  réduit  les  lois  du  mouve- 

•  ment  des  corps  à  celles  de  leur  équilibre.  L'application  de  ce  principe 
au  mouvement  des  fluides  se  présentait  d'elle-même,  et  l'auteur  en 
donna  d'abord  un  essai  à  la  fin  de  sa  Dynamique,  imprimée  en  i743; 

.  il  l'a  développée  ensuite  avec  tout  le  détail  convenable  dans  son  Traité 
des  Fluides,  qui  parut  l'année  suivante,  et  qui  renferme  des  solutions 
aussi  directes  qu'élégantes  des  principales  questions  qu'on  peut  pro- 
poser sur  les  fluides  qui  se  meuvent  dans  des  vases. 

Mais  ces  solutions,  comme  celles  de  Daniel  Bernoulli,  étaient  ap- 
puyées sur  deux  suppositions  qui  ne  sont  pas  vraies  en  général  :  1°  que 
les  différentes  tranches  du  fluide  conservent  exactement  leur  parallé- 
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lisme,  en  sorte  qu'une  tranche  prend  toujours  la  place  de  celle  qui  la 
précède;  2°  que  la  vitesse  de  chaque  tranche  ne  varie  point  de  direc- 
tion, c'est-à-dire  que  tous  les  points  d'une  même  tranche  sont  sup- 
posés avoir  une  vitesse  égale  et  parallèle.  Lorsque  le  fluide  coule  dans 
des  vases  ou  tuyaux  fort  étroits,  les  suppositions  dont  il  s'agit  sont 
très  plausibles  et  paraissent  confirmées  par  l'expérience;  mais,  hors 
de  ce  cas,  elles  s'éloignent  de  la  vérité,  et  il  n'y  a  plus  alors  d'autre 
moyen  pour  déterminer  le  mouvement  du  fluide  que  d'examiner  celui 
que  chaque  particule  doit  avoir. 

Clairaut  avait  donné,  dans  sa  Théorie  de  la  figure  de  la  Terre,  impri- 
mée en  1743,  les  lois  générales  de  l'équilibre  des  fluides  dont  toutes 
les  particules  sont  animées  par  des  forces  quelconques;  il  ne  s'agissait 
que  de  passer  de  ces  lois  à  celles  de  leur  mouvement,  par  le  moyen  du 
principe  auquel  d'Alembert  avait  réduit,  à  cette  même  époque,  toute 
la  Dynamique.  Ce  dernier  fit,  quelques  années  après,  ce  pas  important, 
à  l'occasion  du  prix  que  l'Académie  de  Berlin  proposa  en  1750,  sur  la 
théorie  de  la  résistance  des  fluides,  et  il  donna  le  premier,  en  1732, 
dans  son  Essai  d'une  nouvelle  Théorie  sur  la  résistance  des  fluides,  les 
équations  rigoureuses  du  mouvement  des  fluides,  soit  incompressibles, 
soit  compressibles  et  élastiques,  équations  qui  appartiennent  à  la  classe 
de  celles  qu'on  nomme  à  différences  partielles ,  parce  qu'elles  sont  entre 
les  différentes  parties  des  différences  relatives  à  plusieurs  variables. 
Mais  ces  équations  n'avaient  pas  encore  toute  la  généralité  et  la  simpli- 
cité dont  elles  étaient  susceptibles  (').  C'est  à  Euler  qu'on  doit  les 
premières  formules  générales  pour  le  mouvement  des  fluides,  fondées 
sur  les  lois  de  leur  équilibre,  et  présentées  avec  la  notation  simple  et 
lumineuse  des  différences  partielles.  (  Voir  le  Volume  de  l'Académie  de 
Berlin,  pour  l'année  1735.)  Par  cette  découverte,  toute  la  Mécanique  des 
fluides  fut  réduite  à  un  seul  point  d'Analyse,  et  si  les  équations  qui  la 
renferment  étaient  intégrables,  on  pourrait,  dans  tous  les  cas,  détermi- 
ner complètement  les  circonstances  du  mouvement  et  de  l'action  d'un 

(')  Celte  phrase  et  la  suivante  ne  se  trouvent  pas  dans  la  première  édition;  le  Mémoire 
d'Euler  n'y  est  pas  cité.  (/.  Bertrand.) 
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fluide  mû  par  des  forces  quelconques;  malheureusement,  elles  sont  si 
rebelles  qu'on  n'a  pu,  jusqu'à  présent,  en  venir  à  bout  que  dans  des 
cas  très  limités. 

C'est  donc  dans  ces  équations  et  dans  leur  intégration  que  consiste 
toute  la  théorie  de  l'Hydrodynamique.  D'Alembert  employa  d'abord 
pour  les  trouver  une  méthode  un  peu  compliquée;  il  en  donna  ensuite 
une  plus  simple  ;  mais  cette  méthode,  étant  fondée  sur  les  lois  de  l'équi- 
libre particulières  aux  fluides,  fait  de  l'Hydrodynamique  une  science 
séparée  de  la  Dynamique  des  corps  solides.  La  réunion  que  nous 
avons  faite,  dans  la  première  Partie  de  cet  Ouvrage,  de  toutes  les  lois 
de  l'équilibre  des  corps  tant  solides  que  fluides  dans  une  même  for- 
mule, et  l'application  que  nous  venons  de  faire  de  cette  formule  aux 
lois  du  mouvement,  nous  conduisent  naturellement  à  réunir  de  même 
la  Dynamique  et  l'Hydrodynamique  comme  des  branches  d'un  principe 
unique,  et  comme  des  résultats  d'une  seule  formule  générale. 

C'est  l'objet  qui  reste  à  remplir  pour  compléter  notre  travail  sur  la 
Mécanique  et  acquitter  l'engagement  pris  dans  le  titre  de  cet  Ouvrage. 
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SECTION  ONZIÈME. 


DU    MOUVEMENT    DES    FLUIDES    INCOMPRESSIBLES. 


1.  On  pourrait  déduire  immédiatement  les  lois  du  mouvement  de 
ces  fluides  de  celles  de  leur  équilibre,  que  nous  avons  trouvées  dans 
la  Section  VII  de  la  première  Partie;  car,  par  le  principe  général 
exposé  dans  la  Section  II,  il  ne  faut  qu'ajouter  aux  forces  accéléra- 
trices actuelles  les  nouvelles  forces  accélératrices  -td  -j^,  -t^,  diri- 

dt^     dt^     dt- 

gées  suivant  les  coordonnées  rectangles  x, y,  z. 

Ainsi,  comme,  dans  les  formules  de  l'article  10  et  suivants  de  la  Sec- 
tion VII  citée,  on  a  supposé  toutes  les  forces  accélératrices  du  fluide 
déjà  réduites  à  trois,  X,  Y,  Z,  dans  la  direction  des  coordonnées  x, 
y,  z-,  il  n'y  aura,  pour  appliquer  ces  formules  au  mouvement  des  fluides, 

qu'à  y  substituer 

f/'^j?  ,.       d'Y  r,       d~  s 

^  +  -jTt  '  Y  -H  --T,'(  ,  /  -1-  -T-r 

dt-  dL-  dt- 

au  lieu  de  X,  Y,  Z.  Mais  nous  croyons  qu'il  est  plus  conforme  à  l'objel 
de  cet  Ouvrage  d'appliquer  directement  aux  fluides  les  équations  géné- 
rales données  dans  la  Section  IV  pour  le  mouvement  d'un  système 
(juelconque  de  corps. 

§  I.  —  Equations  générales  pour  le  mouvement  des  fluides  incompressibles. 

2.  On  peut  considérer  un  fluide  incompressible  comme  composé 
d'une  infinité  de  particules  qui  se  meuvent  librement  entre  elles  sans 
cbanger  de  volume;  ainsi  la  question  rentre  dans  le  cas  de  l'article  17 
de  la  Section  citée  ci-dessus. 

XII.  35 
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Soient  donc  Dm  la  masse  d'une  particule  ou  élément  quelconque  du 
fluide;  X,  Y,  Z  les  forces  accélératrices  qui  agissent  sur  cet  élément, 
réduites,  pour  plus  de  simplicité,  aux  directions  des  coordonnées  rec- 
tangles x,y,  -,  et  tendantes  à  diminuer  ces  coordonnées; 

L  =  o 

l'équation  de  condition  résultante  de  l'incompressibilité  ou  de  l'inva- 
riabilité du  volume  D/?2;  X  une  quantité  indéterminée,  et  §  une  carac- 
téristique intégrale  correspondante  à  la  caractéristique  différentielle  D 
et  relative  à  toute  la  masse  du  fluide;  on  aura,  pour  le  mouvement  du 
fluide,  cette  équation  générale  (Sect.  IV) 

Il  faut  maintenant  substituer  dans  cette  équation  les  valeurs  de  Dm 
et  de  oL,  et,  après  avoir  fait  disparaître  les  différences  des  variations, 
s'il  y  en  a,  égaler  séparément  à  zéro  les  coefficients  des  variations 
indéterminées  Sa?,  oj,  8z. 

Retenons  la  caractéristique  D  pour  représenter  les  différences  rela- 
tives à  la  situation  instantanée  des  particules  contiguès,  tandis  que  la 
caractéristique  f/se  rapportera  uniquement  au  changement  de  position 
de  la  même  particule  dans  l'espace;  il  est  clair  qu'on  peut  représenter 
le  volume  de  la  particule  Dm  par  le  parallélépipède  Da^DjDs;  ainsi, 
en  nommant  A  la  densité  de  cette  particule,  on  aura 

De  plus,  il  est  visible  que  la  condition  de  l'incompressibilité  sera 

éontenue  dans  l'équation 

Dx  D/Dc  ^=  const.; 

de  sorte  qu'on  aura 

L  =  D«DjD^  —  const., 

et,  par  conséquent, 

oL  =  d{î)^I)yBz). 

Pour  déterminer  cette  différentielle,  il  faut  employer  les  mêmes  consi- 
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dérations  que  dans  l'article  11  de  la  Section  VII  de  la  première  Partie; 
ainsi,  en  changeant  cl  en  D  dans  les  formules  de  cet  endroit,  on  aura 

e,D,D^«=,=D.„^«.('5ii:  +  »à  +  5^). 

Cette  quantité  étant  multipliée  par  \  et  intégrée  relativement  à  toute 
la  masse  du  fluide,  on  aura  la  valeur  de  §^oL,  dans  laquelle  il  faudra 
faire  disparaître  les  doubles  signes  D§  par  les  mêmes  procédés  déjà 
employés  dans  l'article  17  de  la  Section  citée.  On  aura  ainsi 

+  §  (À"  nx"  -  V  ox'  )  Dj  D  J  -1-  §  (  l"  ôf  —  l'  §f  )  ])œ  Dz 
-^^(l"èz"  —  l'  dz')DxDy. 

Faisant  donc  ces  substitutions  dans  le  premier  membre  de  l'équation 
générale,  elle  contiendra  premièrement  cette  formule  intégrale  totale 

(«)  |^|  +  (Ag:  +  AY-|)ô^    D.D,-D., 

dans  laquelle  il  faudra  faire  séparément  égaux  à  zéro  les  coefticients 
des  variations  ox,  Sj,  èz,  ce  qui  donnera  ces  trois  équations  indéfinies, 
pour  tous  les  points  de  la  masse  fluide. 


(A) 


<'^--) 

m 

Dx 

H^-) 

1>7 

KS-) 

D>. 
'       Dz 
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Il  restera  ensuite  à  faire  disparaître  les  intégrales  partielles 

<sj ( l"  èx" -l'8x')DyY»z+'^{r  of  ^V  oy')Y)x \)z  +  §( A"  oz" -  l'  ôs' )  Dx D/, 

lesquelles  ne  se  rapportent  qu'à  la  surface  extérieure  du  fluide;  et 
l'on  en  conclura,  comme  dans  l'article  18  de  la  Section  VIT  citée,  que 
la  valeur  de  \  devra  être  nulle  pour  tous  les  points  de  la  surface  où 
le  fluide  est  libre;  on  prouvera  de  plus,  comme  dans  l'article  31  de  la 
même  Section,  que,  relativement  aux  endroits  où  le  fluide  sera  contenu 
par  des  parois  fixes,  les  termes  des  intégrales  précédentes  se  détrui- 
ront mutuellement,  en  sorte  qu'il  n'en  résultera  aucune  équation;  et, 
en  général,  on  démontrera,  par  un  raisonnement  semblable  à  celui  des 
articles  32,  38,  39,  que  la  quantité  A,  rapportée  à  la  surface  du  fluide, 
y  exprimera  la  pression  que  le  fluide  y  exerce,  et  qui,  lorsqu'elle  n'est 
pas  nulle,  doit  être  contre-balancée  par  la  résistance  ou  l'action  des 
parois. 

3.  Les  équations  qu'on  vient  de  trouver  renferment  donc  les  lois 
générales  du  mouvement  des  fluides  incompressibles;  mais  il  y  faut 
joindre  encore  l'équation  même  qui  résulte  de  la  condition  de  l'incom- 
pressibilité du  volume  D,rD/D:;,  pendant  que  le  fluide  se  meut  :  cette 
équation  sera  donc  représentée  par 

d{\)x\)yYiz)—o, 

de  sorte  qu'en  changeant  o  en  r/ dans  l'expression  S(Da?DyD;:)  trouvée 
ci-dessus,  et  égalant  à  zéro,  on  aura 

\)dx       Ddy       Bds 
Dx  Dy  \)z 

Cette  équation,  combinée  avec  les  trois  équations  (A)  de  l'article  pré- 
cédent, servira  donc  à  déterminer  les  quatre  inconnues  x,y,  z-  et  A. 

4.  Pour  avoir  une  idée  nette  de  la  nature  de  ces  équations,  il  faut 
considérer  que  les  variables  x,y,  z  qui  déterminent  la  position  d'une 
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particule  dans  un  instant  quelconque  doivent  appartenir  à  la  fois  à 
toutes  les  particules  dont  la  masse  fluide  est  composée;  elles  doivent 
donc  être  des  fonctions  du  temps  t  et  des  valeurs  que  ces  mêmes  va- 
riables ont  eues  au  commencement  du  mouvement,  ou  dans  un  autre 
instant  donné.  Nommant  donc  a,  h,  c  les  valeurs  de  x,  y,  z  lorsque  / 
égale  zéro,  il  faudra  que  les  valeurs  complètes  de  x,  y,  z  soient  des 
fonctions  de  a,  h,  c,  t.  De  cette  manière,  les  différences  marquées  par 
la  caractéristique  D  se  rapporteront  uniquement  à  la  variabilité  de  a, 
h,  c;  et  les  difTérences  marquées  par  l'autre  caractéristique  c/ se  rap- 
porteront simplement  à  la  variabilité  de  t.  Mais  comme,  dans  les  équa- 
tions trouvées,  il  y  a  des  différences  relatives  aux  variables  mêmes  ,i , 
y,  z,  il  faudra  réduire  celles-ci  aux  différences  relatives  à  a,  b,  c\  ce 
qui  est  toujours  possible;  car  on  n'a  qu'à  concevoir  qu'on  ait  substitué 
dans  les  fonctions,  avant  la  différentiation,  les  valeurs  mêmes  de  a-, 
y,  z  en  a,  h,  c. 

5.  En  regardant  donc  les  variables  x,  y,  z  comme  des  fonctions  de 
a,  b,  c,  t,  et  représentant  les  différentielles  selon  la  notation  ordinaire 
des  différences  partielles,  on  aura 

_        dx  ,        dx  ..      dic  , 
l)x=  ^r—  û(«  H — r-^  rti>  -!-  -—  de, 
aa  do  de 

Dy=^cla-^^db+p^de, 
■^        da  db  de 

H  z  -j^  -^~-  da  -\-  ^  db  -\-  -^  de  : 
da  00  de 

et,  regardant  en  même  temps  la  fonction  \  comme  une  fonction  de  x, 
y,  z  et  comme  une  fonction  de  a,  b,  c,  on  aura 

„,       DÀ ,,         DX  _         DA  „         DX  _,        m  ^,      DX  , 

DX  =  T-~\)x  +  =r— Dr  -h  jr-  D^  =  ^r-  lia  -I- — r  (io  H-  ^r-  «  C  ; 
Y)x  \)y    -^        \)z  da  db  de 

ces  deux  expressions  de  DÀ  devant  être  identiques,  si  l'on  substitue 
dans  la  première  les  valeurs  de  D^,  D/,  Ds  en  da,  db,  de,  il  faudra 
que  les  coefficients  de  da,  db,  de  soient  les  mêmes  de  part  et  d'autre. 
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ce  qui  foiiriiira  trois  équations  qui  serviront  à  déterminer  les  valeurs 

,     D).     Bl    1)1        dl     dl     dl  ,         ,  ,  .  ,,  ,    ,.. 

fie  ï^»  î^>  TT-  en  ^r-)  ^rr)  -^;  ce  sera  la  même  chose  si  1  on  substitue 
Dx    Dy    Dz         da     db     de 

dans  la  seconde  expression  de  DX  les  valeurs  de  da,  db,  de  en  D.r, 

Dy,  Hz  tirées  des  expressions  de  ces  dernières  quantités;   alors  la 

comparaison  des  termes  affectés  de  Do?,  Dj,  Di  donnera  immédiate- 

1 1         1  1    I>>, 

ment  les  valeurs  de  77— >  — 
Dx 

Or,  par  les  règles  ordinaires  de  l'élimination,  on  a 
a  Dx  -t-  a'  Dy  -+-  a"  Dz 


""  —                     ^ 

ai}-                   g 

yDx-hy'Dy-hy"  D: 

!", 

en  supposant 

dy  dz 
^  "  db  de 

dy  dz 
de  db' 

^       de   da 

dy  dz 
da  de 

7 

dy  dz 
^  da  db  ' 

dy  dz 
db  da 

,      dx  dz 
^  "T  db~ 

dx  dz 
db  de' 

.,^àxdz  _ 
^       da  de 

dx  dz 
de  da' 

y' 

__  dx  dz 
db  da 

dx  dz 
da'  db 

„      dx  dy 
db  de 

dx  dy 
de  tb' 

«//_  àx  dy 
^  ~  de  da 

dx  dy^ 
da   de 

y" 

dx  dy 
^Ikilb' 

dx  dy 
~  db  da 

e  — +  ^  ^  ^  . 
da  db  de 

dx  dy  dz 
db  da  de 

dx  dy  dz 
db   de  da 

dx  dy 
~  T  db 

dz 
da 

dx  dy  dz 
de  da  db 

dx  dy 
da   de 

dz 
db 

Faisant  donc  ces  substitutions  dans  l'expression 


dl  ,        dl  „       dl  , 
-^~  cia  -\-  ^-r  db  -h  ^r-  de, 
da  db  de 


et  comparant  ensuite  avec  l'expression  identique 

DA  ^         DA  ^         DA  „ 
=^  Dj;  -+-  jr-  D  V  -t-  ^^  Dz, 
Dx  Dy    ■^       Dz 


-(S?-^)- 

dl 
da 

_       ôl_ 
P  db 

dl 
''  de  " 

-  0, 

"(a-r-^)- 

,  dl 

^  db 

,dl 
'''  de  ~ 

=  0, 

'HSï-'-)- 

„di 

da 

^  db 

'^   de  ~ 

=  0, 
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m  _    a  dl         1^  dl        y_  dk 
Bx  ~  6    da  '^  ë  db  ^  ê  de' 

m_cç^di      ^di     Ydi 

By~    Q  dâ^   6   db  "^   B  de' 

m^oc^àl       ^dl       fdl 
Bz  ~   e    da^   e    db'^1  di' 

Ainsi,  substituant  ces  valeurs  dans  les  trois  équations  (A)  de  l'ar- 
ticle 2,  elles  deviendront  de  cette  forme,  après  avoir  multiplié  par  0, 


(C) 


où  il  n'y  a,  comme  l'on  voit,  que  des  différences  partielles  relatives  à 
a,  b,  c,  i. 

Dans  ces  équations,  la  quantité  A  qui  exprime  la  densité  est  une 
fonction  donnée  de  a,  h,  c  sans  l,  puisqu'elle  doit  demeurer  invariable 
pour  chaque  particule;  et  si  le  fluide  est  homogène,  A  sera  alors  une 
constante  indépendante  de  a,  b,  c,  t.  Quant  aux  quantités  X,  Y,  Z  qui 
représentent  les  forces  accélératrices,  elles  seront  le  plus  souvent  don- 
nées en  fonctions  de  x,y,  z,  t. 

6.  Mais  on  peut  réduire  les  équations  précédentes  à  une  forme  plus 
simple,  en  ajoutant  ensemble,  après  les  avoir  multipliées  respective- 

,     .  .  .  dx    dv    d:  dx    dy    dz     ,  dx    dy 

ment  et  successivement  par  -r-,  -f-,  -r-,  par  -r^-j  tt'  tt  et  par  -^-,  -;-, 
^       da     da    da     ^       db     db     db       '^       de     de 

-r^;  car,  d'après  les  expressions  de  0,  a,  p,  y,  a',  [3',  ...  données  ci- 
dessus,  il  est  aisé  de  voir  qu'on  aura 

.,         dx         ,dy         ,,d:-       ^dx       ^,dy       „,,ds  dx  dy         „  d: 

da  da  da       ^  db       ^  db       '^   db       'de       'de       '    de 
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ensuite 

dx         ,  dy         „  dz 
'  aa       '    da       '    oa 

dx         ,  dy         ,,  dz 

et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que,  par  ces  opérations  et  ces  réductions,  on 
aura  les  transformées 

j'[fd'-x       ^\dx       fd"-y       ^\dy       (d^z       ^\dz-\        dl      . 

(')  On  aurait  pu  parvenir  directement  à  ces  dernières  équations,  en 
introduisant  dans  les  formules  de  l'article  2,  au  lieu  des  variations  oa-, 
oy,  oz,  celles  des  coordonnées  de  l'état  initial  Sa,  Bb,  Se;  car,  en  regar- 
dant .r,  y,  z  comme  fonctions  de  a,  b,  c,  on  aura 

,         dx  .        dx  ^.       dx  ^ 
ûx  z=  --  ôa  ^  -—-  db  -h  -^  de, 
aa  00  de 

dy^^^§a  +  %èb^'^-fèe, 
•^        da  db  de 

Ss  z^  ~  èa  -h  ~  èb  -h  ^  èc. 
da  do  de 

On  fera  ces  substitutions  dans  la  formule  (a)  de  l'article  2,  et  l'on  éga- 
lera à  zéro  les  quantités  multipliées  par  oa,  Sb,  oc. 

Kn  observant  que,  À  étant  fonction  de^r,  j,^,  on  a,  par  rapport  à  a, />,c, 

dl.  _]n  dx      m  dy  ^m  dz 
da       Dx  da        iij  da       Dz  da 

dl^Dldx       Dl  àj       m  dz 
db  ~  Dx  db  ^  Df  db'^  Dz  db' 
dl  _  Dl  àx       Dl  dy       Dl  dz 
de        Dx  de        Dj  de        Dz  de 

(')  Cette  fin  de  l'article  6  ne  se  trouve  pas  dans  la  première  édition.     (/.  Bertrand.) 
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on  aura  tout  de  suite  les  équations  dont  il  s'agit,  lesquelles,  dans  le  cas 
où  Xf/.r-i-  Y dy  +  Zdz  est  une  différentielle  complète  représentée  par 
f/V,  peuvent  se  mettre  sous  cette  forme  plus  simple 


f.(d^x  dx       d'^y  dy       d-z  dz 
\d?  da^  ~dir-   Ta^  ~dt-  Ta 

-t- 

dX\ 
daj 

dl 
àa 

.(d'^x  dx       d-y  dy       d'-z  dz 
\~dF  db  '^'dr-    db^~  ~dt^  àb 

-f- 

dV\ 
db  ) 

dl 
db 

.td-x  dx       d-y  dy       d-  z  dz 
\~dx'  ~di  ^  ~dr-  T '^  Ir- Te 

-(- 

àY\ 
de) 

dl 
de 

7.  On  transformera,  d'une  manière  semblable,  l'équation  (B)  de 
l'article  3;  et,  pour  cela,  comme,  d'après  la  remarque  de  l'article  4, 
les  différentielles  dcc,  dy,  dz  ne  sont  relatives  qu'à  la  variable  /,  on  les 

réduira  d'abord  aux  différences  partielles  -^di,  —dl,  -^dt\  en  sorte 

'  dt  dt  dl 

que  l'équation  dont  il  s'agit,  étant  divisée  par  dt,  sera  de  la  forme 


D^ 

!>$-' 

D$ 

dt 

dt 

dt 

-\- 

+ 

Dx 

D/ 

D^ 

Or,  par  les  formes  trouvées  ci-dessus  pour  les  valeurs  de  Tr^>  ,^,  ■■■■> 
*  '  Vx     uy 

on  aura  pareillement,  en  substituant  -t->  -j-^  ■••  à  la  place  de  A, 

dx 
D  — 

dt  ad   dx       (3    d   dx       y   d   dx  _ 

"^x'  ~ë  Ti  T  '^  ë  db~Tt  ^  ë  T  T' 

et  comme,  dans  le  second  membre  de  cette  équation,  la  quantité  x  est 
regardée  comme  une  fonction  de  a,  b,  c,  i,  on  aura 

d   dx d'x 

àa  dt        da  dt 

et  ainsi  des  autres  différences  partielles  de  x;  de  sorte  qu'on  aura 
simplement 


XII. 


D^ 

dt  _ 

Dx    ~~ 

a    d'^x         (3    d'^x         y    d'-x 
B  daàt    '    e  dbdt    '    e  dcdt 

36 
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On  trouvera  des  expressions  semblables  pour  les  valeurs  de  -j —  et 

d|       _  ,  .  ' 

-jy^j  et  il  n'y  aura  pour  cela  qu'à  cbanger,  dans  la  formule  précédente, 
ce  en  y  et  z. 

Faisant  donc  ces  substitutions  dans  l'équation  ci-dessus,  elle  de- 
viendra, après  y  avoir  effacé  le  dénominateur  commun  G, 

d'^x       „    d-x  d'-x 

"  dadt  "^  ^  dbdl  "^  '''  dcdt 

,  d^r        o,  d''-y  .  d"-  Y 

dadt       ^  dbdl       '  de  dt 

"^  "  dadt'^^  àbdl^'^  de  dt  ^  °' 

Le  premier  membre  de  cette  équation  n'est  autre  chose  que  la  valeur 

de  -7-j  comme  on  peut  s'en  assurer  par  la  différentiation  actuelle  de 

l'expression  de  G  (art.  5). 

Ainsi  l'équation  devient 

dO 

d7  =  °' 
dont  l'intégrale  est 

5  =  fonct.(rt,  b,  e). 

Supposons,  dans  cette  équation,  ^  =  o,  et  soit  K  ce  que  devient  alors  la 
quantité  G,  on  aura  K  =  fonct.  (a,  b,  c):  par  conséquent,  l'équation  sera 

9  =  K. 

Or  nous  avons  supposé  que,  lorsque  ;  =  o,  on  a 

x^^a,         j-^=b,         zz=c; 

donc  on  aura  aussi  alors 

dx  dx  dx 

da  db  de 

dy dy dy 

da  '  àb  '  de         ' 

dz  dz  dz 

,^  da  db  de 


(E) 
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Ces  valeurs  étant  substituées  dans  l'expression  de  G  (art.  5),  on  a  0=i; 
donc  K  =  r . 

Donc,  remettant  pour  0  sa  valeur  dans  l'équation  dont  il  s'agit,  elle 
sera  de  la  forme 

Ox  dy  dz        dx  dy  d:        dx  dy  dz        dx  dy  àz        dx  dy  dz        dx  dy  d'- 
da  db  de        db  da  de        db    de   da        de   db  da        de   da  db        da   de   db 

Cette  équation,  combinée  avec  les  trois  équations  (C)  ou  (D)  des  ar- 
ticles 5  et  6,  servira  donc  à  déterminer  les  valeurs  de  A,  œ,  y,  z  en 
fonctions  de  a,  h,  c,  t. 

Cette  équation  peut  aussi  se  trouver  d'une  manière  plus  simple,  sans 
passer  par  l'équation  différentielle  (B)  de  l'article  3.  En  effet,  l'équa- 
tion (B)  exprime  seulement  que  la  variation  dn  volume  Dj;-DyD;  de  la 
particule  \)m  est  nulle,  tandis  que  le  temps  t  varie;  de  sorte  que  la  va- 
leur de  DxDyDc  doit  être  constante  et  égale  à  la  valeur  primitive 
dadbdc.  Or  nous  avons  donné  dans  l'article  5  le:^  expressions  de  Da?, 
Dy,  D:;  en  da,  db,  de;  mais  il  faut  remarquer  que,  dans  la  formule 
D.a:^Dy  D;,  la  différence  D:;  doit  être  prise  en  y  regardant  x  etj  comme 
constantes;  que,  de  même,  la  différence  Dr  doit  être  prise  en  regar- 
dant X  et  z  comme  constantes,  et  qu'enfin  la  différence  \)x  suppose  y 
et  ;  constantes,  ce  qui  est  évident  en  considérant  le  parallélépipède 
rectangle  représenté  par  \)xY)y\):. 

Supposons  donc  d'abord  x  et  j  constantes,  et,  par  conséquent,  V)x 
et  Dv  nuls;  on  aura  les  deux  équations 

dx   ,         dx  ,,        dx   , 

-^—  da  -h  —-rdb-\ — r-  c(c  =  o, 

da  db  de 


dr  ,         dy 
-f-  da  +  -^ 
da              db 

db 

+  -r^  rfc  =0; 
de 

d'où  1 

l'on  tire 

dx  dy 

dx  dy 

dx  dy 

dx  dy 

da  = 

db   de 
dx  dy 

de  db  ^ 
dy  dx 

,,         de  da 

db= 

dx  dy 

da  de 
dy  dx 

da  db 

da  db 

da  db 

da  db 

de: 
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ces  valeurs,  substituées  dans  l'expression  de  D:;,  donneront 

(Iz-  ( d-x  dy       dx  dy\       dz  / dx  dy       dx  dy\       dz-  ( dx  dy       dy  dx 


da\db  de        de  ôh )       db\dc   da        da  de)       dc\da  db        da  db  ,    , 

Dz  = ^ ^ i Â — 5 ^ ^^• 

ox  dy       dy  dx 

da  db        da  db 

Pour  avoir  do  même  la  valeur  de  Dy,  on  supposera  Da?=o  et  D;  =  o, 

ce  qui  donne 

,  dx  ,        Ox  ,, 

de  =  o,  ^—  aa  +  -T-r  "''  =  o  ; 

da  do 

d'où  l'on  tire 

dx 

da^= ^ —  dh, 

d.x 

d^ 

et  cette  valeur  ainsi  que  celle  de  de  égale  à  o,  étant  substituées  dans 
l'expression  de  Dj,  donneront 

.  dx  dy       dx  dy 

_          da  db        db   da  ,, 
uy^z db. 

•^  dx 

da 

Enfin,  pour  avoir  la  valeur  de  Bœ,  on  fera  Dj  =  o,  D^  =  o,  ce  qui 

donne 

db  =  o,         ^c  =r  o, 

et,  par  conséquent, 

Dx  =  ---  da. 
da 

Multipliant  ensemble  ces  valeurs  de  Dx,  Dj,  Ds,  on  aura 

•^  lda\db   de        de  dbj       db\de  da        da  de  )       àe\da  db        da  db  j  \ 

Faisant  donc   DœXiyDz- =^  cladbdc,   on    aura   tout  de    suite    l'équa- 
tion (E). 

Il  est  bon  de  remarquer  que  cette  valeur  de  DaDjD^  est  celle  qu'on 
doit  employer  dans  les  intégrales  triples  relatives  à  ce,  y,  z,  lorsqu'on 
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veut  y  substituer,  à  la  place  des  variables  oo,y,  ^,  des  fonctions  don- 
nées d'autres  variables  a,  b,  c 

8.  Comme  les  équations  dont  il  s'agit  sont  à  différences  partielles, 
l'intégration  y  introduira  nécessairement  différentes  fonctions  arbi- 
traires; et  la  détermination  de  ces  fonctions  devra  se  déduire  en  partie 
de  l'état  initial  du  fluide,  lequel  doit  être  supposé  donné,  et  en  partie 
de  la  considération  de  la  surface  extérieure  du  fluide,  qui  est  aussi 
donnée  si  le  fluide  est  renfermé  dans  un  vase,  et  qui  doit  être  repré- 
sentée par  l'équation  X  =  o  lorsque  le  fluide  est  libre  (art.  2). 

En  effet,  dans  le  premier  cas,  si  l'on  représente  par  A  =  o  l'équation 
des  parois  du  vase,  A  étant  une  fonction  donnée  des  coordonnées  x, 
y,  z  de  ces  parois  et  du  temps  t,  si  les  parois  sont  mobiles  ou  d'une 
forme  variable,  en  y  mettant  pour  ces  variables  leurs  valeurs  en  a,  b, 
c,  t,  on  aura  une  équation  entre  les  coordonnées  initiales  a,  b,  r  et  le 
temps  l,  laquelle  représentera,  par  conséquent,  la  surface  que  for- 
maient dans  l'état  initial  les  mêmes  particules  qui,  après  le  temps  i, 
forment  la  surface  représentée  par  l'équation  donnée  A=o.  Si  donc  on 
veut  que  les  mêmes  particules  qui  sont  une  fois  à  la  surface  y  demeu- 
rent toujours  et  ne  se  meuvent  que  le  long  de  cette  surface,  condition 
qui  paraît  nécessaire  pour  que  le  fluide  ne  se  divise  pas,  et  qui  est 
reçue  généralement  dans  la  théorie  des  fluides,  il  faudra  que  l'équation 
dont  il  s'agit  ne  contienne  point  le  temps  t;  par  conséquent,  la  fonc- 
tion A  de  X,  y,  z-  devra  être  telle,  que  l  y  disparaisse  après  la  substitu- 
tion des  valeurs  de  x,  y,  z  en  a,  b,  c,  l. 

Par  la  même  raison,  l'équation  A  =  o  de  la  surface  libre  ne  devra 
point  contenir  i;  ainsi  la  valeur  de  X  devra. être  une  simple  fonction  de 
a,  b,  c,  sans  t. 

Au  reste,  il  y  a  des  cas,  dans  le  mouvement  d'un  fluide  qui  s'écoule 
d'un  vase,  où  la  condition  dont  il  s'agit  ne  doit  pas  avoir  lieu;  alors  les 
déterminations  qui  résultent  de  cette  condition  ne  sont  plus  néces- 
saires. 

9.  Telles  sont  les  équations  par  lesquelles  on  peut  déterminer  direc- 
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tement  le  mouvement  d'un  fluide  quelconque  incompressible.  Mais  ces 
équations  sont  sous  une  forme  un  peu  compliquée,  et  il  est  possible  de 
les  réduire  à  une  plus  simple,  en  prenant  pour  inconnues,  à  la  place 

des  coordonnées  x,  y,  :■,  les  vitesses  — ,-)  —,  -f  dans  la  direction  des 

■^  cit     al     dt 

coordonnées,  et  en  regardant  ces  vitesses  comme  des  fonctions  de  ^r, 

y-  =■''■ 

En  effet,  d'un  côté,  il  est  clair  que,  puisque  x,  y,  z  sont  fonctions  de 

,  ,  ,.,  ,      dx    dy    dz  ■  p        .■  i 

r/,  b,  c,  t,  les  quantités  -77'  -r  >  ttt  seront  aussi  fonctions  des  mêmes 
1  dt     dt     dl 

variables  a,  b,  c,  t;  donc,  si  l'on  conçoit  qu'on  substitue  dans  ces  fonc- 
tions les  valeurs  de  a,  b,  c  en  x,  y,  z  tirées  de  celles  de  x,  y,  z  en  a, 

b,  c,  on  aura  ^)  ^3  3^  exprimées  en  fonctions  de  x,  r,  ;:  et  t. 
dt    dt    dt       ^ 

D'un  autre  côté,  il  est  clair  que,  pour  la  connaissance  actuelle  du 
mouvement  du  fluide,  il  suffit  de  connaître  à  chaque  instant  le  mouve- 
ment d'une  particule  quelconque  qui  occupe  un  lieu  donné  dans  l'es- 
pace, sans  qu'il  soit  nécessaire  de  savoir  les  états  précédents  de  cette 
particule;  par  conséquent,  il  suffit  d'avoir  les  valeurs  des  vitesses 

dx    dy    dz  f,  ■  , 

-r'  -f  '  "T  en  fonctions  de  x,  v,  z,  t. 
dt     dt    dt  '  J  '     ' 

D'ailleurs,  ces  valeurs  étant  connues,  si  on  les  nomme  p,  cj,  r,  on 

aura  les  équations 

dx  ^=  p  dt,         dy  =  q  dt,         dz  =  r  dt, 

entre  x,y,  z,  t,  lesquelles,  étant  ensuite  intégrées  de  manière  que  x, 
y,  z  deviennent  a,  b,  c  lorsque  /  =  o,  donneront  les  valeurs  mêmes 
de  X,  y,  z  en  a,  b,  c,  t. 

Au  reste,  si  l'on  chasse  di  de  ces  équations  différentielles,  on  aura 
ces  deux-ci 

p  dy  =  q  dx,         p  dz  ^  r  dx, 

lesquelles  expriment  la  nature  des  différentes  courbes  dans  lesquelles 
tout  le  fluide  se  meut  à  chaque  instant,  courbes  qui  changent  de  place 
et  de  forme  d'un  instant  à  l'autre. 
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10.   Reprenons  donc  les  équations  fondamentales  (A)  et  (B)  des 
articles  2  et  3,  et  introduisons-y  les  variables 

dx  cl  Y  dz 

regardées  comme  des  fonctions  de  x,  y,  z,  t. 

Il  est  clair  que  les  quantités  -rrrr  -n^^  -jk  peuvent  être  mises  sous 

,  dx      ,  dy      ,  dz 

a  -y-    d  -^    d  -r-  ,         ,         , 

,      n  dt         dt        dt        ,    j  ..  ^ ,     dx     dy    dz  ,  ,         , 

la  lorme  — j— >  —rr-j  —rr^  ou  les  quantités  -r-,  -j-,  -^  sont  censées  des 
dt        dt        dt  '  dt     dt     dt 

fonctions  de  a,  h,  c,  t. 

En  les  regardant  donc  comme  telles,  on  aura,  pour  la  différence 

,     dx 

,  dx  .  dx  ^  dx  ^  dx 

a —r  o —r  <J -j-  à —r 

dt    ,             dt    ,             dt    ,,  dt    , 

— : —  dt  H -, —  da  H T-r-  do  H r —  de, 

dt  da  00  de 

et  ainsi  des  autres;  mais  en  les  regardant  comme  fonctions  de  œ,  y, 
:■,  l,  et  les  désignant  par  p,  q,  r,  leurs  différences  complètes  seront 

dp    .        dp  j         dp    ,         dp    , 
-!-  dt  +  -^  dx  +  ~-  dy  +  ^  dz, 
dt  dx  dy  dz 

et  ainsi  des  autres  différences;  donc,  si  dans  ces  dernières  expressions 
on  met  pour  dx,  dy,  dz  leurs  valeurs  en  a,  h,  c,  t,  il  faudra  qu'elles 
deviennent  identiques  avec  les  premières;  mais,  a?  étant  regardé  comme 
fonction  de  a,  b,  c,  t,  on  a 

,         dx    .        dx   ,         dx    „        dx   , 
dx  ■=i  —-  dt  -^  -^-  da  -\-  -r--  db  +  ^^  de, 
dt  da  db  de 

où  -r-  est  évidemment/?,  en  supposant  qu'on  mette  dans/^  les  valeurs 

de  X,  y,  z  en  a,  b,  c,  t. 

Ainsi  l'on  aura 

dx  ^:^  p  dt  +  -r—  da  -\- .  .  .; 
da 
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et,  de  même. 


da 


dy  ^  a  dt  -\-  ^  da  + .  .  . ,  dz  =  r  di  +'^  da 

■'        '  da 


Substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  la  différence  complète 

de  -^7  les  termes  affectés  de  dt  seront 
dt 

dp  dp  dp         dp\    ,, 

dt      '  àx      '  à y         dz) 

lesquels  devant  être  identiques  avec  le  terme  correspondant  ^-^  -^-  dl, 
ou  bien  -y^  dl,  on  aura 

dl- 


dKx 
dt- 

dp 
~~  dl 

dp 

H- 

dp 

4-  /■ 

dp 
dz 

etr 

on 

trouvera 

de 

la  même  manière 

d'-Y 

df- 

dq 

dt 

dq 

+ 

dq 

+  /■ 

dz 

d'-z 

di- 

dr 
"  dt 

dr 
-^PTx 

+ 

dr 

-+-  1 

dr 
'  dz 

On  fera  donc  ces  substitutions  dans  les  équations  (A);  et  comme 

,  Dl    ni    Dl  .    ,  1 

dans  ces  mêmes  équations  les  termes  g^,  jy-,  ^p  représentent  des 

différences  partielles  de  X  relativement  à  or,  y,  z,  en  supposant  t  con- 
stant, on  y  pourra  changer  la  caractéristique  D  en  d. 
On  aura  ainsi  les  transformées 

.[dp  dp  dp         dp       ,,\        dl 

\dt       '  dx       '  dr         dz  )       dx 

,    .  f  dq  dq  dq  dq        ,A         dl 

^^  >  \      \dt       '  dx       '  dy         dz  )       dy 

Jàr  dr  dr  dr        „\        dl 


Jt    '  '  dx       '  dy         dz    '      J       dz 
A  l'égard  de  l'équation  (B)  de  l'article  3,  dans  laquelle  les  diffé- 
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vences  marquées  par  cl  sont  relatives  à  t,  et  celles  qui  sont  marquées 
par  D  sont  relatives  à  x,  y,  z-,  il  n'y  aura  qu'à  y  mettre  à  la  place  de 
dx,  cly,  dz  leurs  valeurs  pdl,  qdl,  rdt;  et,  changeant  la  caractéris- 
tique D  en  d,  puisque  la  caractéristique  est  indifférente  dans  les  diffé- 
rences partielles,  on  aura  sur-le-champ,  à  cause  de  dl  constant, 

,,,,  dp       dq       dr 

G  -^  +  -i  +  — =0. 

^    '  dx       ay       a: 

On  voit  que  ces  équations  sont  beaucoup  plus  simples  que  les  équa- 
tions (C)  ou  (D)  et  (E)  auxquelles  elles  répondent;  ainsi  il  convient 
de  les  employer  de  préférence  dans  la  théorie  des  fluides. 

Ces  quatre  équations  (F)  et  (G)  donneront/?,  q,  r  et'k  en  fonctions 
de  a-,  y,  :;  et  de  t,  regardé  comme  constant  dans  leur  intégration.  Et  si 
l'on  voulait  ensuite  avoir  les  valeurs  de  x,  y,  :■  en  fonctions  de  t  et  des 
coordonnées  primitives  a,  b,  c,  comme  dans  la  première  solution,  il 
n'y  aurait  qu'à  intégrer  les  équations 

dx  zzz.  p  dt,         dy  ^=  q  dl,  dz  =:  /•  dt, 

en  y  introduisant  comme  constantes  arbitraires  les  valeurs  initiales  a, 
h,  c  de  X,  y,  z. 

11.  Dans  les  fluides  homogènes  et  de  densité  uniforme,  la  quan- 
tité A  qui  exprime  la  densité  est  tout  à  fait  constante;  c'est  le  cas  le 
plus  ordinaire,  et  le  seul  que  nous  examinerons  dans  la  suite. 

iMais,  dans  les  fluides  hétérogènes,  cette  quantité  doit  être  une  fonc- 
tion constante  relativement  au  temps  t  pour  la  même  particule,  mais 
variable  d'une  particule  à  l'autre,  selon  une  loi  donnée.  Ainsi,  en  con- 
sidérant le  fluide  dans  l'état  initial  où  les  coordonnées  x,  y,  z  sont  a, 
h,  c,  la  quantité  A  sera  une  fonction  donnée  et  connue  de  «,  b,  c; 
donc,  si  l'on  regarde  A  comme  fonction  de  x,  y,  z  et  /,  il  faudra  qu'en 
y  substituant  les  valeurs  de  x,  y,  z  en  fonctions  de  a,  b,  c  et  /,  la 
variable  t  disparaisse,  et,  par  conséquent,  que  la  différentielle  de  A 
par  rapport  à  t  soit  nulle.  On  aura  donc,  à  cause  de  x,  y,  z  fonctions 
XII.  37 
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de  /, 

l'équation 

dà       d\  dx  ^  (?A  dy 
dl  ^  dx  dt  ^  dy  dL 

c)A  dz 
dz  dt 

OÙ  il  faudra  mettre  pour  -7-,  -j-,  -f,  leurs  valeurs/?,  q,  r. 
Ainsi  on  aura  l'équation 

d\         d\         d\         d^ 
(H)  -dl-^Pj^-^'^ô}'^''!)^^''' 

qui  servira  à  déterminer  l'inconnue  A  dans  les  équations  (F),  parce  que 
dans  ces  équations  on  doit  traiter  A  comme  une  fonction  de  œ,  y,  :;. 
A  cet  égard,  elles  sont  moins  avantageuses  que  les  équations  (C) 
ou  (D),  dans  lesquelles  on  peut  regarder  A  comme  une  fonction 
connue  de  a,  b,  c. 

12.  Ce  que  nous  venons  de  dire  relativement  à  la  fonction  A,  il 
faudra  l'appliquer  aussi  à  la  fonction  A,  en  tant  que  A  =  o  est  l'équa- 
tion des  parois  du  vase  et  qu'on  suppose  que  le  fluide  contigu  aux 
parois  ne  peut  se  mouvoir  qu'en  coulant  le  long  de  ces  parois,  de 
manière  que  les  mêmes  particules  restent  toujours  à  la  surface;  car 
cette  condition  demande,  comme  on  l'a  vu  dans  l'article  8,  que  A 
devienne  une  fonction  de  a,  b,  c  sans  t;  de  sorte  qu'en  regardant  cette 
quantité  comme  une  fonction  de  x,  y,  z-,  t,  on  aura  aussi  l'équation 

dA  d\         d\         d\ 

V  '  dt       '^  dx       ^  dy  âz 

Pour  les  parties  de  la  surface  où  le  fluide  sera  libre,  on  aura  l'équa- 
tion X  =  o  (art.  2);  il  faudra,  par  conséquent,  pour  satisfaire  à  la  même 
condition,  relativement  à  cette  surface,  que  l'on  ait  aussi 

dl         dl         dl         dl 
^^^  dï-^Pà:c-^'Jd-y-^''Tz=--''- 

13.  Voilà  les  formules  les  plus  générales  et  les  plus  simples  pour  la 
détermination  rigoureuse  du  mouvement  des  fluides.  La  difficulté  ne 
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consiste  plus  que  dans  leur  intégration;  mais  elle  est  si  grande  que 
jusqu'à  présent  on  a  été  obligé  de  se  contenter,  même  dans  les  pro- 
blèmes les  plus  simples,  de  méthodes  particulières  et  fondées  sur  des 
hypothèses  plus  ou  moins  limitées.  Pour  diminuer  autant  qu'il  est 
possible  cette  difficulté,  nous  allons  examiner  comment  et  dans  quels 
cas  ces  formules  peuvent  encore  être  simplifiées;  nous  en  ferons 
ensuite  l'application  à  quelques  questions  sur  le  mouvement  des 
fluides  dans  des  vases  ou  des  canaux. 

14.  Rien  n'est  d'abord  plus  facile  que  de  satisfaire  à  l'équation  (G) 
de  l'article  10;  car,  en  faisant 

da  __  d^ 


elle  devient 


^  =  W  '^=dz. 


à-c.  <)-{3  dr  _ 


laquelle  est  intégrable  relativement  à  :;,  et  donne 

.— _  ^_^. 
dx       dr' 

il  n'est  point  nécessaire  d'ajouter  ici  une  fonction  arbitraire,  à  cause 
des  quantités  indéterminées  a  et  p. 

Ainsi  l'équation  dont  il  s'agit  sera  satisfaite  par  ces  valeurs 


da  d^  ôa.        d^ 


lesquelles  étant  ensuite  substituées  dans  les  trois  équations  (F)  du 
même  article,  il  n'y  aura  plus  que  trois  inconnues,  a,  |3  et  X;  et  même 
il  sera  très  facile  d'éliminer  'k  par  des  différentiations  partielles.  De 
sorte  que,  de  cette  manière,  si  la  densité  A  est  constante,  le  problème 
se  trouvera  réduit  à  deux  équations  uniques  entre  les  inconnues  a 
et  j3;  et,  si  la  densité  A  est  variable,  il  y  faudra  joindre  l'équation  (H) 
de  l'article  11.  Mais  l'intégration  de  ces  équations  surpasse  les  forces 
de  l'Analyse  connue. 
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15.  Voyons  donc  si  les  équations  (F),  considérées  en  elles-mêmes, 
ne  sont  pas  susceptibles  de  quelque  simplification. 

En  ne  considérant  dans  la  fonction  X  que  la  variabilité  de  x,  y,  z, 

on  a 

„        dl    j  d'A    ,         dA    , 

ak  =:  ^r—  clx  +  ^i—  dy  H — r-  az. 
dx  dy    ^        dz 

r.  1    .-.         ,  dl     dl     d^-.  ,  1  L-    ■        1 

Donc,  substituant  pour  ^s-j  -t->  ^  leurs  valeurs  tirées  de  ces  equa- 
'  dx    dy    dz  ' 

tions,  on  aura 

/  dr  dr  àr  dr        -,  \  a  j 

^[jï^P^^'J-dJ'^'Tz^^j^''^- 

Le  premier  membre  de  cette  équation  étant  une  différentielle  com- 
plète, il  faudra  que  le  second  en  soit  une  aussi,  relativement  à  x, 
Y,  -;  et  la  valeur  de  X  qu'on  en  tirera  satisfera  à  la  fois  aux  équa- 
tions (F). 

Supposons  maintenant  que  le  fluide  soit  homogène,  en  sorte  que  la 
densité  A  soit  constante;  et  faisons-la,  pour  plus  de  simplicité,  égale  à 
l'unité. 

Supposons,  de  plus,  que  les  forces  accélératrices  X,  Y,  Z  soient 
telles  que  la  quantité  Xrfa?  -+-  Y  dy  -\-Z,dz  soit  une  différentielle  com- 
plète. Cette  condition  est  celle  qui  est  nécessaire  pour  que  le  fluide 
puisse  être  en  équilibre  par  ces  mêmes  forces,  comme  on  l'a  vu  dans 
l'article  19  de  la  Section  VII  de  la  T"  Partie.  Elle  a  d'ailleurs  toujours 
lieu  lorsque  ces  forces  viennent  d'une  ou  de  plusieurs  attractions  pro- 
portionnelles à  des  fonctions  quelconques  des  distances  aux  centres, 
ce  qui  est  le  cas  de  la  nature,  puisqu'en  nommant  les  attractions  P, 
Q,  R,  ...  et  les  distances  p,  q,  r,  ...,  on  a,  en  général  (I"'  Partie, 
Sect.  V,  art.  7), 

X  £/^  +  Y  «/y  +  Z  rf3  =  P  £//y  -t-  Q  f/<7  -f-  R  c?/-  + . . . . 
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Faisant  donc 

A  =  i 

et 

'^dx  +  Ydy^7^dz  —  'Pdp-^Ç)dq-\-^dr^...  —  dV, 

l'équation  précédente  deviendra 

àr  dr  dr  dr\    , 

at       '  dx       '  dy         dz  j 

et  il  faudra  que  le  second  membre  de  cette  équation  soit  une  différen- 
tielle complète,  puisque  le  premier  en  est  une.  Cette  équation  équi- 
vaudra aussi  aux  équations  (F)  de  l'article  10. 

Or,  en  considérant  la  différentielle  de ~ — — ^,  prise  relativemeiil 

à  X,  y,  z,  il  n'est  pas  difficile  de  voir  qu'on  peut  donner  au  second 
membre  de  l'équation  dont  il  s'agit  cette  forme 

et  l'on  voit  d'abord  que  cette  quantité  sera  une  différentielle  com- 
plète, toutes  les  fois  que  pdjc  +  qdy -^  rdz  le  sera  elle-même;  car 

alors  sa  différentielle  par  rapport  à  t,  savoir  ~  dx -{-  —dv-^-  '^dz-, 
•^  ^>^  dt  dt    "        di 

le  sera  aussi,  et,  de  plus,  les  conditions  connues  de  l'intégrabilite 
donneront 

dp        ôq  dp        ()r  dq        dr  

df        dx  ~~    '  ds        dx  ~    '  d:.        dy 

D'où  il  suit  qu'on  pourra  satisfaire  à  l'équation  (L)  par  la  simple 
supposition  qvm  pdx -\- qdy -^  rdz  soit  une  différentielle  complète; 
et  le  calcul  du  mouvement  du  fluide  sera  par  là  beaucoup  simplifié. 
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Mais,  comme  ce  n'est  qu'une  supposition   particulière,  ii   importe 
d'examiner,  avant  tout,  dans  quels  cas  elle  peut  et  doit  avoir  lieu. 

16.  Soit,  pour  abréger, 

dp        dq  dp        dr  dq        dr 

"~àT-^dJ'        ^~Ô^~7Û'        '^~d2~àj' 
il  ne  s'agira  que  de  rendre  une  différentielle  exacte  la  quantité  ('  ) 

—  dj^^  -j-  —i-  dy  -h  -^  dz  +  x(q  dx  —  p  dy)  -A- ^{r  dx  —  p  dz)  +y(r<^r—  q  dz). 

En  regardant/),  q,  /-comme  des  fonctions  de  /,  on  peut  supposer 

p  =  p'  -\-  p"  t  ~h  p'"  t^  H-  />"■  <■'  +  ..., 
q  ^^  q'  -\-  q"  t  +  q'"  t-  -j-  q'"  t^ -h  ■  ■  . , 
/•  =  /■'  -(-  /■"  t  ■+■  !■'"  t-  -+-  /■"■  <^  +  .  .  . , 

les  quantités/)',/)",/)'",  ...,  q',  q",  q'",  ...,  )■',  ;'",  r'",  ...  étant  des 
fonctions  de  œ,  y,  z  sans  t. 

Ces  valeurs  étant  substituées  dans  les  trois  quantités  a,  p,  y,  elles 
«leviendront 

<z  =  a'  +  a"  t  +  a'"  i'  H-  oc"'  ^'  +  .  .  . , 
P  =  (3'+  P"i  4-  ^"'r--+-  f3"'<^  +  .  .  ., 
y  =  y'  -+-  y"  i  -h  y'"  t- -+-  y"'  t'  +  . . .,    . 
en  supposant 

dp'         dq'  ,,        dp"         dq" 

ày        d-r  dy        dx 

p,__dp^_dr^  Q„  _  dp"        dr" 

^  ~   dz  dx  '  ^  de  d.i-  ' 

, dq'        dr'  „ dq"        dr" 

^^"d7~d7'  ''^   ~~à^~~dy' 

Ainsi  la  quantité 

'~^djr  -{-  -y  dy  -i-  '-^  dz  ~\-  a{q  dx  —  p  dy)  +  ^{r  dx  —  pdz)  +  y{r  dy  —  q  dz) 

(')  Il  semble  qu'il  faudrait  plutôt  ;  ii  faut,  en  vertu  de  l'équation  (L),  que  la  quantité 
suivante  soit  une  différentielle  exacte.  (•/.  Bertrand.) 
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deviendra,  après  ces  différentes  substitutions,  et  en  ordonnant  les 
termes  par  rapport  aux  puissances  de  t, 

p"dx  -I-  q"  dy  -t-  r" dz  +  <y.'{(]'  dx  —  p' dy)  -t-  ^'{r'  dx  —  p'  dz)  -+-  y'{r' dy  —  'l' dz) 

-H  i [ 2  ( /?'"  rfj;  -t-  (/'"  dy  -\-  >■'"  dz) 

-+-  a!  ( q" dx  —  p" c?/ )  +  P'  ( /•" dx  —  p" dz)  -i-  y '  ( /'" dy  —  q" dz ) 
H-  oL"{q' dx  —  p'  dy)  +  l^"{r'  dx  —  p'  dz)  -h  y" {?■'  dy  —  q'  dz)] 

-t-  <-  [3  (/>"  dx  -h  q'"  dy  +  /-'^  dz) 

+  a'  (  q"'dx  —  p"'dy  )  -h  p'  (  r"'dx  —  p"'ds  )  +  y'  (  r"'dy  —  q"'dz  ) 
-H  a" ( q" dx  —  p" dy  )  -H  [3"  ( /•" dx  —  p" dz )  +  '/"{ r" dy  —  q" dz) 
-+-  a"'{q'  dx  —  p'  dy)  +  <^"'{r'  dx  —  p'  dz)  -h  y"'{r'  dy  —  q'  dz)"\ 


et  comme  cette  quantité  doit  être  une  différentielle  exacte,  indépen- 
damment de  la  valeur  de  t,  il  faudra  que  les  quantités  qui  multiplient 
chaque  puissance  de  L  soient,  chacune  en  particulier,  des  différen- 
tielles exactes. 

Gela  posé,  supposons  que/^V/x-  -t-  cf  dy  -v-  r' dz  soit  une  différentielle 
exacte;  on  aura,  par  les  théorèmes  connus, 

dp'  dq'  dp'  _  dr'  ôq'  _  ôr' 

dy        dx  dz        dx  dz        dy  ' 

donc 

a' =  o,  [3'=0,  y'^o; 

donc  la  première  quantité  qui  doit  être  une  différentielle  exacte  se 
réduira  h  p"  dx -h  q"  dy -h  r"  dz  ;  et  l'on  aura,  par  conséquent,  ces 
équations  de  condition 

a"=;0,  (3"=ro,  .y":rro. 

Alors  la  seconde  quantité  qui  doit  être  une  différentielle  exacte 
deviendra  ■2{p"' dx  +  q'" dy  +  r"'dz);  et  il  résultera  de  là  les  nouvelles 
équations 

a'"  =  o,  P'"  =  o,  y'"  ^  o. 

De  sorte  que  la  troisième  quantité  qui  doit  être  une  différentielle 
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exacte  sera.  3{p^^  dx -i- g^''' dy -\~  r^^  d:-);  d'où  l'on  tirera  pareillement 

les  équations 

a"'=o,         (3'^'=o,         y'^'=o; 

et  ainsi  de  suite.  Donc,  si  p' dx  +  q' dy  -\- r' dz  est  une  différentielle 
exacte,  il  faudra  que 

p'' dx -\- q"  dy  ^  v"  dz,     p'"  dx -^  q"  dy -\- r'"  dz-,     p"  dx -\- q^^  dy -^  r"  dz,      ... 

soient  aussi,  chacune  en  particulier,  des  différentielles  exactes.  Par 
conséquent,  la  quantité  entière  p  dx  +  q  d.T  -\-  rdz  sera,  dans  ce  cas, 
une  différentielle  exacte,  le  temps  t  étant  supposé  fort  petit. 

17.  Il  s'ensuit  de  là  que,  si  la  quantité /7<'/a:' +  y  f/y  + /r/- est  une 
différentielle  exacte  lorsque  /  =  o,  elle  devra  l'être  aussi  lorsque  t 
aura  une  valeur  quelconque;  donc,  en  général,  comme  l'origine  des  t 
est  arbitraire,  et  qu'on  peut  prendre  également  /  positif  ou  négatif,  il 
s'ensuit  que,  si  la  quantité  pdx -^  qdy  +  rdz  est  une  différentielle 
exacte  dans  un  instant  quelconque,  elle  devra  l'être  pour  tous  les 
autres  instants.  Par  conséquent,  s'il  y  a  un  seul  instant  dans  lequel 
elle  ne  soit  pas  une  différentielle  exacte,  elle  ne  pourra  jamais  l'être 
pendant  tout  le  mouvement;  car,  si  elle  l'était  dans  un  autre  instant 
(juelconque,  elle  devrait  l'être  aussi  dans  le  premier. 

18.  Lorsque  le  mouvement  commence  du  repos,  on  a  alors  p  =  o, 
q  ^  Q,  r==  o,  lorsque  t  ^  o;  donc  p dx  -h  q dy  -h  7' dz  sera  intégrable 
pour  ce  moment  et,  par  conséquent,  devra  l'être  toujours  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement. 

Mais  s'il  y  a  des  vitesses  imprimées  au  fluide  au  commencement, 
tout  dépend  de  la  nature  de  ces  vitesses,  selon  qu'elles  seront  telles 
que 

p  dx  H-  q  dy  -\-  f  dz 

soit  une  quantité  intégrable  ou  non;  dans  le  premier  cas,  la  quantité 

p  dx  ■+-  q  dy  +  r  dz 

sera  toujours  intégrable;  dans  le  second,  elle  ne  le  sera  jamais. 
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Lorsque  les  vitesses  initiales  sont  produites  par  une  impulsion  quel- 
conque sur  la  surface  du  fluide,  comme  par  l'action  d'un  piston,  on 
peut  démontrer  que  pdr -h  q  dv -h  rdz  doit  être  intégrable  dans  le 
premier  instant.  Car  il  faut  que  les  vitesses />,  q,  r  que  chaque  point 
du  fluide  reçoit  en  vertu  de  l'impulsion  donnée  à  la  surface  soient 
telles  que,  si  l'on  détruisaitces  vitesses  en  imprimant  en  même  temps 
à  chaque  point  du  fluide  des  vitesses  égales  et  en  sens  contraire,  toute 
la  masse  du  fluide  demeurât  en  repos  ou  en  équilibre.  Donc  il  faudra 
qu'il  y  ait  équilibre  dans  cette  masse,  en  vertu  de  l'impulsion  appli- 
quée à  la  surface  et  des  vitesses  ou  forces  — p,  —  q,  —  i\  appliquées 
à  chacun  des  points  de  son  intérieur;  par  conséquent,  d'après  la  loi 
générale  de  l'équilibre  des  fluides  {V  Partie,  Sect.  YII,  art.  19),  les 
quantités  /?,  q,  r  devront  être  telles  que  pdx  +  qdy  -^  rdz  soit  une 
différentielle  exacte.  Ainsi,  dans  ce  cas,  la  môme  quantité  devra  tou- 
jours être  une  dilférentielle  exacte  dans  chaque  instant  du  mouve- 
ment. 

19.  On  pourrait  peut-être  douter  s'il  y  a  des  mouvements  possibles 
dans  un  fluide,  pour  lesquels  pdx  -i-  qdy  -(-  rdz  ne  soit  pas  une  ditfé- 
rentielle  exacte. 

Pour  lever  ce  doute  par  un  exemple  très  simple,  il  n'y  a  qu'à  consi- 
dérer le  cas  où  l'on  aurait 

p  —  gy,      q-—s^,      r  —  o, 

§■  étant  une  constante  quelconque.  On  voit  d'abord  que,  dans  ce  cas, 
pdx  -+-  qdy  +  rdz  ne  sera  pas  une  différentielle  complète,  puisqu'elle 
devient  g(yf/.r  —  .rrfy),  qui  n'est  pas  intégrable;  cependant  l'équa- 
tion (L)  de  l'ai'ticle  15  sera  intégrable  d'elle-même,  car  on  aura 

dp  _  dq 

et  toutes  les  autres  différences  partielles  de  p  et  q  seront  nulles;  de 
sorte  que  l'équation  dont  il  s'agit 

d\  ~-  dN  z:^  ~  g- {x  dx  ^  y  dy  ), 
XII.  38 
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dont  l'intégrale  donne 

X  =  V  —  ^  (  j:^-  +  j-  )  H-  fond,  t, 

valeur  qui  satisfera  donc  aux  trois  équations  (F)  de  l'article  10. 

A  l'égard  de  l'équation  (G)  du  même  article,  elle  aura  lieu  aussi, 
puisque  les  valeurs  supposées  donnent 

dp  dq  dr  _ 

àx         '  dy         '  dz 

Au  reste,  il  est  visible  que  ces  valeurs  àe  p,  q,  r  représentent  le 
mouvement  d'un  fluide  qui  tourne  autour  de  l'axe  fixe  des  coordon- 
nées z-,  avec  une  vitesse  angulaire  constante  et  égale  à  g;  et  l'on  sait 
qu'un  pareil  mouvement  peut  toujours  avoir  lieu  dans  un  fluide. 

On  peut  conclure  de  là  que,  dans  le  calbul  des  oscillations  de  la  mer 
en  vertu  de  l'attraction  du  Soleil  et  de  la  Lune,  on  ne  peut  pas  sup- 
poser que  la  quantité  p  dx -^  q  dy  ■+- r  dz-  soit  intégrable,  puisqu'elle 
ne  l'est  pas  lorsque  le  fluide  est  en  repos  par  rapport  à  la  Terre,  et 
qu'il  n'a  que  le  mouvement  de  rotation  qui  lui  est  commun  avec  elle. 

20.  Après  avoir  déterminé  les  cas  dans  lesquels  on  est  assuré  que 
la  ({U'ànûié  p  dx -\- q  dy -\- r  dz  doit  être  une  difl'érentielle  complète, 
voyons  comment,  d'après  cette  condition,  on  peut  résoudre  les  équa- 
tions du  mouvement  des  fluides. 

Soit  donc 

p  dx  -\-  q  dy  -\-  r  dz  =  do, 

(p  étant  une  fonction  quelconque  de  x,  y,  z  et  de  la  variable  t,  laquelle 
est  regardée  comme  constante  dans  la  difTérenticlle  (/cp  ;  on  aura  donc 

dcp  dw  d(o 

'        dx  ■*        dy  dz' 

et,  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (L)  de  l'article  15,  elle 
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deviendra 

cn.  —  clW  —  +[  -^^-^  -H  V-    ^Hr    +  -T^  ^ — ^  +  V-  -^ — ^  I  dx 

dy 

dz; 

dont  l'intégrale,  relativement  à  x,  y,  z,  est  évidemment 

do        i  fdo\-       i   / do\-       i  f do\- 


d^o         do     à-o          do 
dtdx        dx    dx^          à  y 

d'-o 
dx  dy 

-S 

d-o 
àx  àz 

d-o          do     d-o          do 

c?=o 

do 

à'o 

■ —    -\-     — L-    '. —    _|_    L 

dt  à  y        dx  dxày       dy 

dy'- 

-^ài. 

dy  àz 

à-o         do     d'-o      ^    do 
dt  dz        dx  dx  dz        ày 

à-o 
ày  àz 

do 

■^Tz 

d'-o 
dz-' 

dt    '    2\dxJ    '    2  \ày J    '    ■2\àz 

On  pourrait  y  ajouter  une  fonction  arbitraire  de  /,  puisque  cette  va- 
riable est  regardée  dans  l'intégration  comme  constante;  mais  j'observe 
que  cette  fonction  peut  être  censée  renfermée  dans  la  valeur  de  <p;  car, 
en  augmentant  '^  d'une  fonction  quelconque  T  de  t,  les  valeurs  de p, 
q,  r  demeurent  les  mêmes  qu'auparavant,  et  le  second  membre  de 
l'équation  précédente  se  trouvera  augmenté  de  la  fonction  -r--,  qui  est 
arbitraire.  On  peut  donc,  sans  déroger  à  la  généralité  de  cette  équa- 
tion, se  dispenser  d'y  ajouter  aucune  fonction  arbitraire  de  t. 

On  aura  donc,  par  cette  équation, 

^        ,,       d'S)        I  ( ào\-       I  ( ào\-       I  fàoY 

valeur  qui  satisfera  à  la  fois  aux  trois  équations  (F)  de  l'article  10;  et 
la  détermination  de  cp  dépendra  de  l'équation  (G)  du  même  article, 
laquelle,  en  substituant  pour  p,  r/,  ?•  leurs  valeurs  -y^,  y- ,  -r^,  devient 

à-o       à'-o       à'-o  _ 
dx-       dy-       dz"-  ~^ 

Ainsi  toute  la  difficulté  ne  consistera  plus  que  dans  l'intégration  de 
cette  dernière  équation. 

21.  Il  y  a  encore  un  cas  très  étendu,  dans  lequel  la  quantité 

P  dx  -\-  q  dj  -]-  r  dz 
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doit  être  une  différentielle  exacte  :  c'est  celui  où  l'on  suppose  que  les 
vitesses yj,  q,  r  soient  très  petites  et  qu'on  néglige  les  quantités  très 
peliles  du  second  ordre  et  des  ordres  suivants.  Car  il  est  visible  que, 
dans  cette  hypothèse,  la  même  équation  (L)  se  réduira  à 

n       j-iT       (>P  7         àq  ,         dr  , 
(Il  —  rfV  =  ^  dx  -+-  V-  dy  -+-  -^d:-, 
dt  ôt    ^         dt 

OÙ  l'on  voit  que,  -Ldx  +  ~  dy  -h  ^-  dz  devant  être  intéûrable  relative- 
^        al  ut   -^         at  ° 

ment  à  x,  y,  z,  la  quantité /^r/a- +  y  r/)' + /-f/;  devra  l'être  aussi.  On 
aura  ainsi  les  mêmes  formules  que  dans  l'article  précédent,  en  suppo- 
sant o  une  fonction  très  petite  et  négligeant  les  secondes  dimensions 
de  o  et  de  ses  différentielles. 

On  pourra  de  plus,  dans  ce  cas,  déterminer  les  valeurs  mêmes  de  x, 
y,  z  pour  un  temps  quelconque,  car  il  n'y  aura  pour  cela  qu'à  inté- 
grer les  équations  (art.  9) 

dx  =  p  dt,  df  =^  ij  dt,         dz  m  /•  dt, 

dans  lesquelles,  puisque  p,  q,  /■  sont  très  petites  et  que,  par  consé- 
quent, dx,  dy,  dz  sont  aussi  très  petites  du  même  ordre  vis-à-vis  de  dt, 
on  pourra  regarder  x,  y,  z  comme  constantes  par  rapport  à  /.  De  sorte 
qu'en  traitant  t  seul  comme  variable  dans  les  fonctions/?,  q,  r,  et  ajou- 
tant les  constantes  «,  h,  c,  on  aura  sur-le-champ 

.r  ;=  «  +   I  p  dt,         y^iz  b  -i-  I  q  dt,  z  z=  c  -h   j  r  dt. 

Donc  faisant,  pour  abréger, 

<J>=  fcadt 

et  changeant  dans  fl>  les  variables  x,  y,  z  en  a,  b,  c,  on  aura  simple- 
ment 

x=:a+^r— ,  Y^  b  -\-  -TY  >  s  =  c  ->, — r— , 

aa  -^  ab  oc 

où  la  fonction  <[>  devra  être  prise  de  manière  qu'elle  soit  nulle  lorsque 
/  z=  o,  afin  que  a,  b,  c  soient  les  valeurs  initiales  de  x,  y,  ;. 

Ce  cas  a  lieu  dans  la  théorie  des  ondes  et  dans  toutes  les  petites 
oscillations. 
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22.  En  général,  lorsque  la  masse  du  fluide  est  telle  que  l'une  de  ses 
dimensions  soit  considérablement  plus  petite  que  chacune  des  deux 
autres,  en  sorte  qu'on  puisse  regarder,  par  exemple,  les  coordonnées  :; 
comme  très  petites  vis-à-vis  de  x  et  j,  cette  circonstance  servira  dans 
tous  les  cas  à  faciliter  la  résolution  des  équations  générales. 

Car  il  est  clair  qu'on  pourrait  donner  alors  aux  inconnues />,  q,  r,  A 

la  forme  suivante 

p  =  p'-h  p"  z  ■+-  p'"  z-  -+- . 

<1  =(]'-^q"z  +  (]"'  z'-^.. 
r  =z  /•'  -+-  r" z  -+-  r'"  z--\-. . 
A  =  A'+  A"z  -+-  A'"  3-  + . , 

dans  lesquelles  p',p",  •■•,  q',  q",  ■■■,  r',  r" ,  ...,  A',  A",  ...  seraient  des 
fonctions  deœ,y,  t  sans  z;  de  sorte  qu'en  faisant  ces  substitutions  on 
aurait  des  équations  en  séries,  lesquelles  ne  contiendraient  que  des 
différences  partielles  relatives  à  oc, y,  l. 

Pour  donner  là-dessus  un  essai  de  calcul,  supposons  de  nouveau 
qu'il  ne  s'agisse  que  d'un  fluide  homogène,  où  A=  r,  et  commençons 
par  substituer  les  valeurs  précédentes  dans  l'équation  (G)  de  l'ar- 
ticle 10;  en  ordonnant  les  termes  par  rapport  à  :;,  on  aura 


dp[  _^  (Y 
ôx        dy 


àp"  ^   dq" 
d.c         à  y 


dx 


d_çf_ 
dy 


3r"' 


De  sorte  que,  comme />',/>",  . . .,  q' ,  q" 
on  aura  ces  équations  particulières 


.  ne  doivent  point  contenir  z. 


dx 


dx 


dx 


dy 
dji 

ày 


:h:  +  -:5r +  2r"=o, 


dq 


-~-  +  -^  +  3  /•"'  ==  o, 


par  lesquelles  on  déterminera  d'abord  les  quantités  /•",  r",  r'",  ...;  et 
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les  autres  quantités  f ,  p' ,p" ,  • . .,  q' ,  q" ,  . .  ■  demeureront  encore  indé- 
terminées. 

On  fera  les  mêmes  substitutions  dans  l'équation  (L)  de  l'article  15, 
laquelle  équivaut  aux  trois  équations  (F)  de  l'article  10,  et  il  est  aisé  de 
voir  qu'elle  se  réduira  à  la  forme  suivante 

dl  —  rfV  =  a  dœ  -+-  (3  dy  -^- y  dz  +  z(a.' dx  +  ^' dy  -f-  y' dz) 
-+-  z-{a."dx  -\-  <^"dy  +  y" dz)  -t- .  .  . , 

en  faisant,  pour  abréger, 

dp'         ,  dp'        ,  dp'        ,   „ 
''■=^^Pà^-'-'^ly+'J'' 

„        dq'  ,  dq'  ,  dq'  ,    ,, 

dl''  ,  dr'  ,  ()/■'  ,   „ 

y^-dJ-^Pd^^'^  Ty^"'' 

,      dp"         ,  dp"         „  dp'         ,  dp"         ,1  dp'  ,   „,        „   „ 

Qi      <^(/"         '  àç"         „àq'         ,  dq"         ,,àq'  .    ,,,        „    „ 

^=  ^ +^  ^ +^^  ^-^^ +'^^ -^^'^  -^"^  ' 

dr"  ,  dr"  „  dr'  ,  dr"  „  dr'  ,   ,,,        ,,   ,, 

'         dt        '    àx       '     dx       ^    dy  dy 

et  ainsi  de  suite. 

Donc,  pour  que  le  second  membre  de  cette  équation  soit  intégrable, 
il  faudra  que  les  quantités 

adx  -[-  ^dy,     y  dz -h  z(<x' dx  ^  ^'dy),     y' z  dz -\- z-(x"da; -h  ^"dy), 

soient  chacune  intégrables  en  particulier. 

Si  donc  on  dénote  par  co  une  fonction  de  œ,  y,  i  sans  z,  on  aura  ces 
conditions 

^        p  _  d(ji  t_  dy        pi dy  „ i  dy'        „„ i  dy' 

do-'      ^       dy'        '       dx'      '"^       dy'        '       2  ôx'       ^       ^  dy' 

Alors  l'équation  intégrée  donnera 

À  =  V -1- w  H- y;  4- -  y's-  + .  .  ., 
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et  il  ne  s'agira  que  de  satisfaire  aux  conditions  précédentes  par  le 

moyen  des  fonctions  indéterminées  œ,  r',p',  p",  ...,  q' ,  q" , 

Le  calcul  deviendrait  plus  facile  encore  si  les  deux  variables  y  et  z 
étaient  très  petites  en  même  temps  vis-à-vis  de  x,  car  on  pourrait  sup- 
poser alors 

p-=p'-^p"y  +  p"'=  -+-  p'^y'-+p^y=  +  •  •  • , 

q  =  q'+  q»y  ^  q" z -^  q"  f-  -f-  q'' yz  +  .  .  . , 
/■  :=  ?■'  +  r" y  H-  /■'"  ;:  +  /''^J-  +  r" yz  +  .  .  . , 

les  quantités />',/>",  ...,  q',  q" ,  ...,  r' ,  r" ,  ...  étant  de  simples  fonctions 
de  X. 

Faisant  ces  substitutions  dans  l'équation  (G)  et  égalant  séparément 
à  zéro  les  termes  affectés  de  y,  :;  et  de  leurs  produits,  on  aurait 

àp'        „       ,„  àp"  ,v       V 

Ensuite  l'équation  (L)  deviendrait  de  la  forme 

d\  —  f/V  z=aclx  +  ^dy  ^y  dz  +  y{a'  dx  H-  (S'f/y  +  y'  dz  ) 
H-  z{a." dx  H-  |3"(ij  -I-  y" dz)  +.  .  ., 

en  supposant 

dp'         ,  dp'         ,   ,,       ,   II, 

„         dq'  .dq'  ,    „         ,    II, 

<)'■'  ,dr'  ,    „         ,    ,„ 

,      dp"        ,  dp"        „  dp'  ,  ,,,        ,,  ,,       ,  V        »  ,„ 

"  =  -^  +  ^  JI^P  l^-^^'iP    ^q'p'+r'p^+r"p'". 


et  l'on  aurait  pour  l'intégrabilité  de  cette  équation  les  conditions 

^,^  d^  ol"-^ 

dx  dx' 

moyennant  quoi  elle  donnerait 

l  —  N-^-Jadx-^^y-^yz-^ 
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Enfin  on  pourra  aussi  quelquefois  simplifier  le  calcul  par  le  moyen 
des  substitutions,  en  introduisant  à  la  place  des  coordonnées  ar,  r,  s 
d'autres  variables  ?,  ■/],  '(,  lesquelles  soient  des  fonctions  données  de 
celles-là;  et  si,  par  la  nature  de  la  question,  la  variable  '(.  par  exemple, 
ou  les  deux  variables  ■/]  et  '(  sont  très  petites  vis-à-vis  de  ^,  on  pourra 
employer  des  réductions  analogues  à  celles  que  nous  venons  d'ex- 
poser. 

§  H.  —  Du  mouvement  des  fluides  pesants  et  homogènes  dans  des  vases 
ou  canaux  de  figure  quelconque. 

23.  Pour  montrer  l'usage  des  principes  et  des  formules  que  nous 
venons  de  donner,  nous  allons  les  appliquer  aux  fluides  qui  se  meuvent 
dans  des  vases  ou  des  canaux  de  figure  donnée. 

Nous  supposerons  que  le  fluide  soit  homogène  et  pesant,  et  qu'il 
parte  du  repos  ou  qu'il  soit  mis  en  mouvement  par  l'impulsion  d'un 
piston  appliqué  à  sa  surface;  ainsi  les  vitesses/^,  q,  r  de  chaque  parti- 
cule devront  être  telles,  que  la  quantité  pdx  -t-  qdy  +  rdz  soit  inté- 
grable  (art.  18);  par  conséquent,  on  pourra  employer  les  formules  de 
l'article  20. 

Soit  donc  '^  (')  une  fonction  de  x,  y,  z  et  l  déterminée  par  l'équa- 
tion 

d'o        d-o        d-® 
dx-        Oy-        as^ 

on  aura  d'abord,  pour  les  vitesses  de  chaque  particule  suivant  les  direc- 
tions des  coordonnées  x,  y,  z,  ces  expressions 


P  = 


d(?  do  d 


dx  dy  <?5 


Ensuite  on  aura 


ai        2  \dxj       2  \dy /        2  \dz 


(')  Il  ne  faut  pas  croire  que  toute  intégrale  de  cette  équation  fournisse  la  solution  du 
problème:  la  fin  du  paragraphe  montre,  au  contraire,  que  la  fonction  o  est  assujettie  à 
d'autres  conditions.  (/.  Bertrand.) 
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quantité  qui  devra  être  nulle  à  la  surface  extérieure  libre  du  fluide 
(art.  2). 

Quant  à  la  valeur  de  V,  qui  dépend  des  forces  accélératrices  du  fluide 
(art.  1.5),  si  l'on  exprime  par  g  la  force  accélératrice  de  la  gravité,  et 
qu'on  nomme  \,  -q,  'C  les  angles  que  les  axes  des  coordonnées  œ,  y,  z 
font  avec  la  verticale  menée  du  point  d'intersection  de  ces  axes  et 
dirigée  de  haut  en  bas,  on  aura 

X  =  — ^cosi,         Y  =  — ^coSY),         Z^— ^-cosÇ; 

je  donne  le  signe  —  aux  valeurs  des  forces  X,  Y,  Z,  parce  que  ces 

forces  sont  supposées  tendre  à  diminuer  les  coordonnées  a;,  y,  z.  Donc, 

puisque 

dW  =  X  dx  +  Y  dy  +  Z  dz, 

on  aura,  en  intégrant, 

Y  z^—  gx  COS;  —  g  Y  COSrj  —  gz  COSt. 

24.  Soit  maintenant  z^=v.,  ou  :;  —  a  =  o,  l'équation  d'une  des 
parois  du  canal,  a  étant  une  fonction  donnée  de  x,  y  sans  z  ni  /.  Pour 
que  les  mêmes  particules  du  fluide  soient  toujours  contiguës  à  cette 
paroi,  il  faudra  remplir  l'équation  (I)  de  l'article  12,  en  y  supposant 
A  ^  =  —  a.  On  aura  donc 

do       do  dy.       do  da 

— I   —  — '—  —  — '-  —  ^  o, 

dz        dx  dx        dy  dy 

équation  à  laquelle  devra  satisfaire  la  valeur  :;  =  a.  Chaque  paroi  four- 
nira aussi  une  équation  semblable. 

De  même,  puisque  À  =  o  est  l'équation  de  la  surface  extérieure  du 
fluide,  pour  que  les  mêmes  particules  soient  constamment  sur  cette 
surface,  on  aura  l'équation 

dl        d(o   dl        da  dl        d'J?  d\ 
dt        dx  dx:       dy  dy       dz  dz 

laquelle  devra  avoir  lieu  et  donner,  par  conséquent,  une  même  valeur 
de  :;  que  l'équation  À  —  o.  Mais  cette  équation  ne  sera  plus  nécessaire 
dès  que  la  condition  dont  il  s'agit  cessera  d'avoir  lieu. 

XII.  39 
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25.  Cela  posé,  il  faut  commencer  par  déterminer  la  fonction  o.  Or, 
l'équation  d'où  elle  dépend  n'étant  intégrable,  en  général,  par  aucune 
méthode  connue,  nous  supposerons  que  l'une  des  dimensions  de  la 
masse  fluide  soit  fort  petite  vis-à-vis  des  deux  autres,  en  sorte  que  les 
coordonnées  r,  par  exemple,  soient  très  petites  relativement  à  x  et  j. 
Par  le  moyen  de  cette  supposition,  on  pourra  représenter  la  valeur 
de  ç  par  une  série  de  cette  forme 

o  ^  <})'  -f-  .:  o"  4-  ;3-  tp'"  -H  z^<f"  -h  .  .  . , 

où  'S/',  ip",  o'",  . . .  seront  des  fonctions  de  œ,  y,  t  sans  z. 

Faisant  donc  cette  substitution  dans  l'équation  précédente,  elle 
deviendra 

-  '       '  '       '"'"'"    1     '  '  !-     '     — 5^   +  2  . 3  c 


dJT'    '    dy-  '  \  àx°         dy 


ax^         ay^ 

De  sorte  qu'en  égalant  séparément  à  zéro  les  termes  aff"ectés  des  dif- 
férentes puissances  de  z,  on  aura 


ce'"  =  —     -     --^ 

2        ÔX- 

2      df^' 

IV                     '        ^'  ?" 

I     d-vf" 
2.3  dy'-  ' 

I     (?-9"' 
^    -       3.4    dx^ 

I     d^9"'           I       d'*(^'    ^      I        d''<!f'      ^        1       d'*o' 

3.4  dy'  ~2.3.4  c*^'   '  i.kdx'dy-  '  2.3.4  f^j' ' 

Ainsi  l'expression  de  cp  deviendra 

^  "^"  oip"y  ~  ÏT3  v"^:^  "^  Tp" 

(9*0)'  (J^cb'  d^ffl' 

-\-  2  ' -\-   ■■ ^ 

dx*  dx^  dy-        dy"* 

dans  laquelle  les  fonctions  cp'  et  cp"  sont  indéterminées,  ce  qui  fait  voir 
que  cette  expression  est  l'intégrale  complète  de  l'équation  proposée. 
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Ayant  trouvé  l'expression  de  ©,  on  aura  par  la  différentiation  celles 
de  p,  q,  r,  comme  il  suit  : 


do        do' 
dx       dx 

do"       z-  fd^o'    _      d'^o'   \         z'-'   1 
'^-  dx        2  \dx'    '    dxdyy       2.3' 

/d^o"  à-'(p"  '' 
\  dx^        dx  dy-^ 

do        do' 
àj-~~dy 

do"       zW  d\'          d'o'\         z--' 
'^~'  dy        'iXàx'-dy   ^    dy')       2.3' 

(  d'o"  d''o"^ 
\àx-  dy        dy'^ , 

à9 

/d'-o'        d'-o'\        z"- fd'-o"        d'-o" 
"{dx'-    '     dy-")        2  \dx-     '     dx- 

z''   /c**©'       ^     d'o'          d''o'\ 
'^  2.S\dx'-    '    ^dx-'dy-    '    dy')'^' 

) 

Et  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  X  de  l'article  23, 
elle  deviendra  de  cette  forme 

}.=:l'-^Z  >."  -1-  z'-  r  +  5^  },'^'  4-  .  .  .  , 


dans  laquelle 

I  /do'\'-       I     ,,., 
2\dyJ        2  ■ 

do"        do'  do"        do'  do"          .,  / 
'-                  dt        dx    dx        dy   dy        '    \ 

'd-o'       à-(f'\ 
^àx-'    '    dy'-J' 

^,„           i  1'  d'o'           d'o'\        1  /do'Y       I  6)cp' 

(d'o'         d'o'  \        I  (do" 

~      2\dtdx'-    '    àtdy-J   ^    2\dx)        2  (Jx  ' 

\dx'    '    dxdy"-)    '    2\dy 

1  d'o'  /   d'<:f'          <^'?'\        '  fd-ffi'        d^<f' 

2  dy\dx-'dy    '    dy' J   ^    2\dx'-    '    dy- 

\-       I    „/()>"       d''o"\ 

)   ■^'^Kdx^^  dy^r 

et  ainsi  de  suite. 

26.  Maintenant,  si  s  =  a  est  l'équation  des  parois,  a  étant  une  l'onc- 
tion fort  petite  de  a?  et  y  sans  z,  l'équation  de  condition  pour  que  les 
mêmes  particules  soient  toujours  contigués  à  ces  parois  (art.  24) 
deviendra,  par  les  substitutions  précédentes, 

„       do'  da        dcp'  dcc  fd^o'        d-(f'        c'9"  da        do"  da\ 

^        dx  dx        dy  dy       "  \  dx-        dy-        dx  dx        dy  dyj 

I    ^[d'-o"        d'^o"        (d'o  d'o'    \da        (    d'o'  d'o'\da~\ 

2"  Ydx-         dy-        \dx'       dx  dy- )  dx       \dx'- dy        dy' )  dy  \ 
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laquelle,  devant  avoir  lieu  lorsqu'on  fait  r-  =  a,  se  réduira  à  cette 
forme  plus  simple 

dx\    dx  )       dy  \'  dy  )       i  dx\'   dx  )       2  dj\      dy  ) 

2.3  (?,r  L  '  \dx^        '^■^ày'^)\       2 . 3  rJ j  L     \àx- dy        ày^  J  ]      '"         ' 

et  il  faudra  que  cette  équation  soit  vraie  dans  toute  l'étendue  des 
parois  données. 


27.  Enfin  l'équation  de  la  surface  extérieure  et  libre  du  fluide,  étant 
A  =  o,  sera  de  la  forme 

l'  -+-  zl"-\-  z-l'" -i-  Z^V^ -Jr  .  .  .=  o; 

et  l'équation  de  condition  pour  que  les  mêmes  particules  demeurent 
à  la  surface  (art.  24)  sera 


()}.'        da'  d\'  dco'  dl'  „,  „ 

ot        dx  dx  dy  dy 

'  d\"  do"  dV  à^'  dV       dcf"  dV       dcp'  àV 

dt  dx  dx  dx  dx        dy  dy        dy   dy 


■{■ 


,Jdl"'       d<D"  dl"       do'  dl'"       d(ù"  àl"       de»'  àl 
""'idl 


dx   dx        dx   dx    '    dy    dy        dy    dy 

_l[àW  6»' 9'  \  dV        1  /   d^o'  c)'y'\  dl' 

2  \  dx^        dx  dy'^J  dx        2  \  dx-  dy        dy^  J  dy 

Chassant  ;  de  ces  deux  équations,  on  en  aura  une  qui  devra  sub- 
sister d'elle-même  pour  tous  les  points  de  la  surface  extérieure. 
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Application  de  ces  formules  au  mouvement  d'un  fluide  qui  coule 
dans  un  vase  étroit  et  presque  vertical. 

28.  Imaginons  maintenant  que  le  fluide  coule  dans  un  vase  étroit 
et  à  peu  près  vertical,  et  supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que 
les  abscisses  x  soient  verticales  et  dirigées  de  haut  en  bas;  on  aura 
(art.  23) 

l  —  o,         -0  =  90°,  Ç  =  90"  ; 

donc 

COS^=:l,  COS-O^O,  C0SÇ  =  O. 

Supposons  de  plus,  pour  simplifier  la  question  autant  qu'il  est  pos- 
sible, que  le  vase  soit  plan,  en  sorte  que,  des  deux  ordonnées  y  et  z, 
les  premières  y  soient  nulles,  et  les  secondes  z  soient  fort  petites. 

Enfin,  soient  :;  =  a  et  :;  =  ^  les  équations  des  deux  parois  du  vase, 
a  et  |3  étant  des  fonctions  de  x  connues  et  fort  petites.  On  aura,  rela- 
tivement à  ces  parois,  les  deux  équations  (art.  26) 


'  A  ■y    \  /-!>>/  o/-i-y.\ 


dx\    dx  )       2  dx  \      dx 

„ d_  /g^\        I    à   /q2<^?" 

^        dx  \    dx  )       3  dx  \     dx 

lesquelles  serviront  à  déterminer  les  fonctions  s'  et  ç". 

Nous  regarderons  les  quantités  z-,  a,  [3  comme  très  petites  du  pre- 
mier ordre,  et  nous  négligerons,  du  moins  dans  la  première  approxi- 
mation, les  quantités  du  second  ordre  et  des  ordres  suivants.  Ainsi  les 
deux  équations  précédentes  se  réduiront  à  celles-ci 

dx\    dx  J         '  '         dx  \    dx  /         ' 

lesquelles,  étant  retranchées  l'une  de  l'autre,  donnent 
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équation  dont  l'intégrale  est 

6  étant  une  fonction  arbitraire  de  f,  laquelle  doit  être  très  petite  du 
pi'emier  ordre. 

Or  il  est  visible  que  a  —  p  est  la  largeur  horizontale  du  vase,  que 
nous  représenterons  par  y.  Ainsi  on  aura 

d.v         y 

et,  intégrant  de  nouveau  par  rapport  à  œ, 

,     ,  rdx 

en  désignant  par  â  une  nouvelle  fonction  arbitraire  de  t. 
Si  l'on  ajoute  ensemble  les  mêmes  équations  et  qu'on  fasse 


on  en  tirera 

'         dx  \    dx 

ou,  en  substituant  la  valeur  de  -r^» 

ax 


D'oîi  l'on  voit  que,  puisque  y,  [j.,  9  sont  des  quantités  très  petites  du 
premier  ordre,  ç"  sera  aussi  très  petite  du  même  ordre. 

Donc,  en  négligeant  toujours  les  quantités  du  second  ordre,  on  aura, 
par  les  formules  de  l'article  25,  la  vitesse  verticale 


d'si' 


la  vitesse  horizontale 


dx^  dx  \  y 


''  =  ti=-y' 

yj~"  =  ^(yj  = 

^?(è- 

;  —  jJ-  dy 
y       dx 
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Ensuite,  à  cause  de  cos'C  =  o,  la  quantité  X"  sera  aussi  très  petite 
du  premier  ordre.  Par  conséquent,  la  valeur  de  X  se  réduira  (art.  25)  à 


clB   rdx       d'à        e- 
°  dtj     y         dt        27- 


Cette  valeur,  égalée  à  zéro,  donnera  la  figure  de  la  surface  du  fluide; 
et  comme  elle  ne  renferme  point  l'ordonnée  z,  mais  seulement  l'ab- 
scisse X  et  le  temps  /,  il  s'ensuit  que  la  surface  du  fluide  devra  être  à 
chaque  instant  plane  et  horizontale. 

Enfin  l'équation  de  condition  pour  que  les  mêmes  particules  soient 
toujours  à  la  surface  se  réduira,  par  la  même  raison,  à  celle-ci  (art.  27) 

dV       ddf'  dV 

dt        dx  dx         ' 

savoir 

àt        y  Ox 

laquelle  ne  contient  pas  non  plus  z,  mais  seulement  x  et  t. 

29.  Pour  distinguer  les  quantités  qui  se  rapportent  à  la  surface 
supérieure  du  fluide  de  celles  qui  se  rapportent  à  la  surface  infé- 
rieure, nous  marquerons  les  premières  par  un  trait  et  les  secondes 
par  deux  traits.  Ainsi  x',  y',  ...  seront  l'abscisse,  la  largeur  du 
vase,  .  .  .  pour  la  surface  supérieure;  x",  y",  .  .  .  seront  de  même 
l'abscisse,  la  largeur  du  vase,  ...  à  la  surface  inférieure. 

Donc  aussi  X',  "k"  dénoteront  dans  la  suite  les  valeurs  de  À  pour  les 
deux  surfaces;  de  sorte  que  l'on  aura,  pour  la  surface  supérieure, 
l'équation 


y'  dt         2y'^  ' 


,       de    rdx' 

"^'—s-^-^dtJT 

et,  pour  la  surface  inférieure,  l'équation  semblable 


„       dQ    rdx"        d'à 
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Enfin 

dl'       S  dl' 

ât         y'  dJC 

sera  l'équation  de  condition  pour  que  les  mêmes  particules  qui  sont 
une  fois  à  la  surface  supérieure  y  restent  toujours,  et 

dl"     e  dl" 

at       y    ax" 

sera  l'équation  de  condition  pour  que  la  surface  inférieure  contienne 
toujours  les  mêmes  particules  du  fluide. 

Cela  posé,  il  faut  distinguer  quatre  cas  dans  la  manière  dont  un 
fluide  peut  couler  dans  un  vase;  et  chacun  de  ces  cas  demande  une 
solution  particulière. 

30.  Le  premier  cas  est  celui  où  une  quantité  donnée  de  fluide  coule 
dans  un  vase  indéfini.  Dans  ce  cas,  il  est  visible  que  l'une  et  l'autre 
surface  doit  toujours  contenir  les  mêmes  particules,  et  qu'ainsi  on 
aura  pour  ces  deux  surfaces  les  équations 

et,  de  plus, 

^>/        9    dl' 
dt        y    dx 


dl"      e  dl" 


dt        y    dx 

quatre  équations  qui  serviront  à  déterminer  les  variables  x',  x",  0, 
S  en  /. 

L'équation  'h!  =■  o,  étant  difFérentiêe,  donne 

^--r  ax  H r—  dt  =z  o; 

dx  dt 

donc 

dl' dl'  dx' 

dt  dx'   dt  ' 
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substituant  cette  valeur  dans  l'équation 


dt        y    ax 


et  divisant  par  j-,>  on  aura 


dx'       6 


dt 


ï 


On  trouvera  de  même,  en  combinant  l'équation  X"=  o  avec  l'équa- 
tion 

àl"  _        dl"  dx" 
dt  dx"    dt 

celle-ci 

dx"  __  e 
Tu  ~ y' 
Donc  on  aura 

Q  dt-^y'  dx'  =:  y"  dx" , 

équations  séparées;  par  conséquent,  on  aura,  en  intégrant, 

/  y  dx"  —  I  y'  dx'  =z  tn, 

m  étant  une  constante,  laquelle  exprime  évidemment  la  quantité 
donnée  du  fluide  qui  coule  dans  le  vase.  Cette  équation  donnera  ainsi 
la  valeur  de  x"  en  x'. 

Maintenant,  si  l'on  substitue,  dans  l'équation  À'=o,  pour  dt  sa 
valeur  'L— — ,  elle  devient 

,         QdSi     fdx'         Bd-h  9- 

—  o"-^  -t-  -T-n  /  — r  +  -T-ri  H 7j  =^  o, 

y  dx  J     y  y  dx'        ay  •* 

laquelle,  étant  multipliée  par  —  yV/a;',  donne  celle-ci 

/dx' 
-^  —Od^ 
y  2y 

qu'on  voit  être  intégrablc  et  dont  l'intégrale  sera 


-  dx' 

—  =  o, 


^/-/---?/f-/"^ 
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On  trouvera  de  la  même  manière,  en  substituant  '^—^  à  la  place 
de  di  dans  l'équation  X"  =  o  et  multipliant  par  —  ^(' dx" ,  une  nou- 
velle équation  intégrable,  et  dont  l'intégrale  sera 

r  „  ,  ,,     e-  fcix"      r .  ,^ 

g  I  y  dx /  — ji /  edâ-rzz  consl. 

Retranchant  ces  deux  équations  l'une  de  l'autre,  pour  en  éliminer 
le  terme   /  OrfSr,  on  aura  celle-ci 

ffx"dx"-fYx'clx')  -  f  (/^  -/y-')  =L' 


dans  laquelle  les  quantités    /  y"a;"ffo"—  /  ^( x  dx   et  /  —r, /  ^ 

expriment  les  intégrales  de  ^^xdx  et  de  — »  prises  depuis  x  ^^  x'  jus- 
qu'à X  =  x" ,  et  où  L  est  une  constante. 

Cette  équation  donnera  donc  0  en  x' ,  puisque  x"  est  déjà  connue 
en  x  par  l'équation  trouvée  plus  haut.  Ayant  ainsi  G  en  x' ,  on  trou- 
vera aussi  t  en  x' ,  par  l'équation  di  =  '—j^ — >  dont  l'intégrale  est 


^j^/^l'+H, 


H  étant  une  constante  arbitraire. 

A  l'égard  des  deux  constantes  L  et  H,  on  les  déterminera  par  l'état 
initial  du  fluide.  Car,  lorsque  i  =  o,  la  valeur  de  x'  sera  donnée  par  la 
position  initiale  du  fluide  dans  le  vase;  et  si  l'on  suppose  que  les 
vitesses  initiales  du  fluide  soient  nulles,  il  faudra  que  l'on  ait  0  =  o, 
lorsque  l=^o,  pour  que  les  expressions /j,  q,  r  (art.  28)  deviennent 
nulles.  Mais  si  le  fluide  avait  été  mis  d'abord  en  mouvement  par  des 
impulsions  quelconques,  alors  les  valeurs  de  X'  et  X"  seraient  données 
lorsque  t  ^  o,  puisque  la  quantité  À  rapportée  à  la  surface  du  fluide 
exprime  la  pression  que  le  fluide  y  exerce,  et  qui  doit  être  contre- 
balancée par  la  pression  extérieure  (art.  2).  Or  on  a  (art.  29) 


-,„->,         ,  „      ,      de  [  r  dx"      r  dx'  \     e^-  /  i 


dt 
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donc,  en  faisant  t  =  o,on  aura  une  équation  qui  servira  à  déterminer 
la  valeur  initiale  de  ô. 

Ainsi  le  problème  est  résolu,  et  le  mouvement  du  fluide  est  entière- 
ment déterminé. 

31.  Le  second  cas  a  lieu  lorsque  le  vase  est  d'une  longueur  déter- 
minée et  que  le  fluide  s'écoule  par  le  fond  du  vase.  Dans  ce  cas,  on 
aura,  comme  dans  le  cas  précédent,  pour  la  surface  supérieure,  les 
deux  équations 

ai        y    ax 

mais,  pour  la  surface  inférieure,  on  aura  simplement  l'équation  À"=o, 
puisque,  à  cause  de  l'écoulement  du  fluide,  il  doit  y  avoir  à  chaque 
instantde  nouvelles  particules  à  cette  surface.  Mais,  d'un  autre  côté, 
l'abscisse  x" ,  pour  cette  même  surface,  sera  donnée  et  constante;  de 
sorte  qu'il  n'y  aura  que  trois  inconnues  à  déterminer,  savoir,  x',  ô 
et  &. 

Les  deux  premières  équations  donnent  d'abord,  comme  dans  le  cas 
précédent,  celles-ci 


^—7 — )  gy' x' dx' — d  dd  j 

ensuite  l'équation  \"=  o  donnera 

_       „      dO    rdx"       d'à 

~°'''^dtj  y^^dt. 


'■7 


ou  1  on  remarquera  que  x' ,  y"  et  /  -^^  sont  des  constantes,  que  nous 
dénoterons,  pour  plus  de  simplicité,  par/,  h,  n.  Ainsi,  en  substituant 
didt  sa  valeur  ^^-f^'  multipliant  ensuite  par  —-^(dx',  on  aura  l'équa- 
tion 

gfy'dx'—  ne  de  —  ed?!  —  ^Jl^  =  o. 

Donc  retranchant  de  celle-ci  l'équation  précédente,  pour  en  éliminer 


316  MÉCANIQUE  AxNALYÏIQUE. 

les  termes  ^dà,  on  aura 

g(f-jo')y'dx'~{n-j''^-^ydd-{^ïj^-^^Q^-dx'=o, 

équation  qui  ne  contient  que  les  deux  variables  x'  et  0,  et  par  laquelle 
on  pourra  donc  déterminer  une  de  ces  variables  en  fonction  de  l'autre. 
Ensuite  on  aura  t  exprimé  par  la  même  variable,  en  intégrant  l'équa- 
tion 


dt 


y'  dx' 


et  l'on  déterminera  les  constantes  par  l'état  initial  du  fluide,  comme 
dans  le  problème  précédent. 

32.  Le  troisième  cas  a  lieu  lorsqu'un  fluide  coule  dans  un  vase  in- 
défini, mais  qui  est  entretenu  toujours  plein  à  la  même  hauteur  par 
de  nouveau  fluide  qu'on  y  verse  continuellement.  Ce  cas  est  l'inverse 
du  précédent;  car  on  aura  ici  pour  la  surface  inférieure  les  deux  équa- 
tions 

,„  ,  àl"        5    dl" 

A  =  o  et  -—-  ^ j  -— j  =  o  ; 

ut        y    dx 

et,  pour  la  surface  supérieure,  on  aura  simplement  l'équation  X'=  o,  à 
cause  du  changement  continuel  des  particules  de  cette  surface.  Ainsi 
il  n'y  aura  qu'à  changer  dans  les  équations  de  l'article  précédent  les 
quantités  x ,  y'  en  x" ,  y",  et  prendre  pour/,  h,  n  les  valeurs  données 

1     ,    I   r  dx' 

dex,y,J^. 

Au  reste,  nous  supposons  que  l'addition  du  nouveau  fluide  se  fait  de 
manière  que  chaque  couche  prend  d'abord  la  vitesse  de  celle  qui  la 
suit  immédiatement,  et  qu'ainsi  l'augmentation  ou  la  diminution  de 
vitesse  de  cette  couche,  pendant  le  premier  instant,  est  la  même  que 
si  le  vase  n'était  pas  entretenu  plein  à  la  même  hauteur  durant  cet 
instant. 

33.  Enfin,  le  dernier  cas  est  celui  où  le  fluide  sort  d'un  vase  de  lon- 
gueur déterminée,  et  qui  est  entretenu  toujours  plein  à  la  même  hau- 
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leur.  Ici  les  particules  des  surfaces  supérieure  et  inférieure  se  renou- 
vellent entièrement;  par  conséquent,  on  aura  simplement,  pour  ces 
deux  surfaces,  les  équations 

À'=  o,         }i"=o; 

mais  on  même  temps  les  deux  abscisses  x'  et  x"  seront  données  et  con- 
stantes, en  sorte  qu'il  n'y  aura  que  les  deux  inconnues  0  et  &  à  déter- 
miner en  t.. 
Soit  donc 

/"  dx'  „      „  „      ^-,  /'  dx" 


If  11  Z""-^'  //      v  «      TT  r  dx" 

les  deux  équations  A'=  o,  X"=  o  deviendront 

,       dO  d-3         0-' 

~-^^dl"-^d-t^Th^='>' 


N; 


dt  dt        2H.^ 


d'où,  chassant  -r-'  on  aura 
dt 


/3r 

on  aura 

dQ 


.°-(F-/)-(N-«)^-(^-i, 
d'où  l'on  tire 


dt^ ^Lziili^ 


équation  séparée,  et  qui  est  intégrable  par  des  arcs  de  cercle  ou  des 
logarithmes. 

34.  Les  solutions  précédentes  sont  conformes  à  celles  que  les  pre- 
miers auteurs  auxquels  on  doit  des  théories  du  mouvement  des  fluides 
ont  trouvées,  d'après  la  supposition  que  les  différentes  tranches  du 
fluide  conservent  exactement  leur  parallélisme  en  descendant  dans  le 
vase.  [Voir  VHydrodYnamique  de  Daniel  BernouUi,  V Hydraulique  de 
Jean  Bernoulli,  et  le  Traité  des  fluides  de  d'Alembert.)  Notre  analyse 
fait  voir  que  cette  supposition  n'est  exacte  que  lorsque  la  largeur  du 
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vase  est  infiniment  petite,  mais  qu'elle  peut,  dans  tous  les  cas,  être 
employée  pour  une  première  approximation,  et  que  les  solutions  qui 
en  résultent  sont  exactes,  aux  quantités  du  second  ordre  près,  en 
regardant  les  largeurs  du  vase  comme  des  quantités  du  premier  ordre. 
Mais  le  grand  avantage  de  cette  analyse  est  qu'on  peut  par  son 
moyen  approcher  de  plus  en  plus  du  vrai  mouvement  des  fluides,  dans 
des  vases  de  figure  quelconque;  car,  ayant  trouvé,  ainsi  que  nous 
venons  de  le  faire,  les  premières  valeurs  des  inconnues,  en  négligeant 
les  secondes  dimensions  des  largeurs  du  vase,  il  sera  facile  de  pousser 
l'approximation  plus  loin,  en  ayant  égard  successivement  aux  termes 
négligés.  Ce  détail  n'a  de  diflficulté  que  la  longueur  du  calcul,  et  nous 
n'y  entrerons  point  quant  à  présent. 

Applications  des  mêmes  formules  au  mouvement  d'un  fluide  contenu  dans 
un  cancd peu  profond  et  presque  horizontal,  et  en  particulier  au  mou- 
vement des  ondes. 

35.  Puisqu'on  suppose  la  hauteur  du  fluide  fort  petite,  il  faudra 
prendre  les  coordonnées  z  verticales  et  dirigées  de  haut  en  bas;  les 
abscisses  x  et  les  autres  ordonnées  y  deviendront  horizontales,  et  l'on 
aura  (art.  23) 

C0S^:=O,  COS-0=O,  C0SÇ  =  I. 

En  prenant  les  axes  des  x  et  y  dans  le  plan  horizontal  formé  par  la  sur- 
face supérieure  du  fluide  dans  l'état  d'équilibre,  soit  s  =  a  l'équation 
du  fond  du  canal,  a  étant  une  fonction  de  x  et  y. 

Nous  regarderons  les  quantités  s  et  a  comme  très  petites  du  premier 
ordre,  et  nous  négligerons  les  quantités  du  second  ordre  et  des  sui- 
vants, c'est-à-dire  celles  qui  contiendront  les  carrés  et  les  produits  de 
:;  et  a. 

L'équation  de  condition  relative  au  fond  du  canal  donnera  (art.  26) 

'        da:\'dxj       df  \  '  dy 
d'où  l'on  voit  que  '^"  est  une  quantité  du  premier  ordre. 
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Ensuite  la  valeur  de  la  quantité  À  se  réduira  à  X'+ X":;  (art.  25);  et 
il  faudra  négliger  dans  l'expression  de  X'  les  quantités  du  second  ordre, 
et  dans  celle  de  À"  les  quantités  du  premier.  Ainsi,  à  cause  de 

C0Sç  =  O,  C0S-/]:=O,  C0SÇ  =  I, 

on  aura,  par  les  formules  du  même  article, 

On  aura  donc  (art.  27),  pour  la  surface  supérieure  du  fluide,  l'équa- 
tion 

et  ensuite  l'équation  de  condition 

dV       dw'  d\'       d'f'  dV  „       ..f^'?'       (^^9' 

L'équation  À'—  gz^o  donne  sur-le-champ  ^  =  ^  pour  la  figure  de 

S 

la  surface  supérieure  du  fluide  à  chaque  instant,  et,  comme  l'équa- 
tion de  condition  doit  avoir  lieu  aussi  relativement  à  la  même  surface, 

il  faudra  qu'elle  soit  vraie  en  y  substituant  à  :;  cette  même  valeur  -• 

S 
Cette  équation  deviendra  donc  par  là  de  cette  forme 

et,  substituant  encore  pour  cp"  sa  valeur  trouvée  ci-dessus,  elle  se 
réduira  à  celle-ci 


dt 


dans  laquelle  il  n'y  aura  plus  qu'à  mettre  à  la  place  de  X'  sa  valeur 

dl        2  \dx  J        2  \df  J  ' 

et  l'on  aura  une  équation  aux  diff'érences  partielles  du  second  ordre, 
qui  servira  à  déterminer  cp'  en  fonction  de  x,  y,  t. 
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Après  quoi  on  connaîtra  la  figure  de  la  surface  supérieure  du  fluide 

par  l'équation 

I    do'  1    fdo'\"         I    /(^cp'Y 

et  si  l'on  voulait  connaître  aussi  les  vitesses  horizontales  p,  q  de 
cliaque  particule  du  fluide,  on  les  aurait  par  les  formules  (art.  25) 

36.  Le  calcul  intégral  des  équations  aux  dilférences  partielles  est 
encore  bien  éloigné  de  la  perfection  nécessaire  pour  l'intégration 
d'équations  aussi  compliquées  que  celle  dont  il  s'agit,  et  il  ne  reste 
d'autre  ressource  que  de  simplifier  cette  équation  par  quelque  limi- 
tation. 

Nous  supposerons  pour  cela  que  le  fluide,  dans  son  mouvement,  ne 
s'élève  ni  ne  s'abaisse  au-dessus  ou  au-dessous  du  niveau  qu'infini- 
ment peu,  en  sorte  que  les  ordonnées  :;  de  la  surface  supérieure  soient 
toujours  très  petites,  et  qu'outre  cela  les  vitesses  horizontales  p  et 
q  soient  aussi  infiniment  petites.  Il  faudra  donc  que  les  quantités 
—r-,  -~->  -r-  soient  infiniment  petites,  et  qu  ainsi  la  quantité  <p  soit 
elle-même  infiniment  petite. 

Ainsi,  négligeant  dans  l'équation  proposée  les  quantités  infiniment 
petites  du  second  ordre  et  des  ordres  ultérieurs,  elle  se  réduira  à  cette 
forme  linéaire 

et  l'on  aura 

I   d<f'  dcp'  d(D' 

~       g  dt  dx  dy 

Cette  équation  contient  donc  la  théorie  générale  des  petites  agita- 
tions d'un  fluide  peu  profond,  et,  par  conséquent,  la  vraie  théorie  des 
ondes  formées  par  les  élévations  et  les  abaissements  successifs  et  infi- 
niment petits  d'une  eau  stagnante  et  contenue  dans  un  canal  ou  bassin 
peu  profond.  La  théorie  des  ondes  que  Newton  a  donnée  dans  la  propo- 
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sition  XLVi  du  Livre  II  des  Principes  étant  fondée  sur  la  supposition 
précaire  et  peu  naturelle  que  les  oscillations  verticales  des  ondes 
soient  analogues  à  celles  de  l'eau  dans  un  tuyau  recourbé,  doit  être 
regardée  comme  absolument  insuffisante  pour  expliquer  ce  problème. 

37.  Si  l'on  suppose  que  le  canal  ou  bassin  ait  un  fond  horizontal, 
alors  la  quantité  a  sera  constante  et  égale  à  la  profondeur  de  l'eau,  et 
l'équation  pour  le  mouvement  des  ondes  deviendra 

Cette  équation  est  entièrement  semblable  à  celle  qui  détermine  les 
petites  agitations  de  l'air  dans  la  formation  du  son,  en  n'ayant  égard 
qu'au  mouvement  des  particules  parallèlement  à  l'horizon,  comme  on 
le  verra  dans  l'article  9  de  la  Section  suivante.  Les  élévations  '  au- 
dessus  du  niveau  de  l'eau  répondent  aux  condensations  de  l'air,  et  la 
profondeur  a  de  l'eau  dans  le  canal  répond  à  la  hauteur  de  l'atmo- 
sphère supposée  homogène,  ce  qui  établit  une  parfaite  analogie  entre 
les  ondes  formées  à  la  surface  d'une  eau  tranquille,  par  les  élévations 
et  les  abaissements  successifs  de  l'eau,  et  les  ondes  formées  dans  l'air, 
par  les  condensations  et  raréfactions  successives  de  l'air,  analogie  que 
plusieurs  auteurs  avaient  déjà  supposée,  mais  que  personne  jusqu'ici 
n'avait  encore  rigoureusement  démontrée. 

Ainsi,  comme  la  vitesse  de  la  propagation  du  son  se  trouve  égale  à 
celle  qu'un  corps  grave  acquerrait  en  tombant  de  la  moitié  de  la  hau- 
teur de  l'atmosphère  supposée  homogène,  la  vitesse  de  la  propagation 
des  ondes  sera  la  même  que  celle  qu'un  corps  grave  acquerrait  en  des- 
cendant d'une  hauteur  égale  à  la  moitié  de  la  profondeur  de  l'eau  dans 
le  canal.  Par  conséquent,  si  cette  profondeur  est  d'un  pied,  la  vitesse 
des  ondes  sera  de  5,490  pieds  par  seconde;  et  si  la  profondeur  de 
l'eau  est  plus  ou  moins  grande,  la  vitesse  des  ondes  variera  en  raison 
sous-doublée  des  profondeurs,  pourvu  qu'elles  ne  soient  pas  trop  con- 
sidérables. 

XII.  4i 
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Au  reste,  quelle  que  puisse  être  la  profondeur  de  l'eau  (*)  et  la 
figure  de  son  fond,  on  pourra  toujours  employer  la  théorie  précédente, 
si  l'on  suppose  que,  dans  la  formation  des  ondes,  l'eau  n'est  ébranlée 
et  remuée  qu'à  une  profondeur  très  petite,  supposition  qui  est  très 
plausible  en  elle-même,  à  cause  de  la  ténacité  et  de  l'adhérence  mu- 
tuelle des  particules  de  l'eau,  et  que  je  trouve  d'ailleurs  confirmée  par 
l'expérience,  même  à  l'égard  des  grandes  ondes  de  la  mer.  De  celte 
manière  donc,  la  vitesse  des  ondes  déterminera  elle-même  la  profon- 
deur a  à  laquelle  l'eau  est  agitée  dans  leur  formation;  car,  si  celte 
vitesse  est  de  n  pieds  par  seconde,  on  aura 

-;  pieds. 


3o  ,196 

On  trouve,  dans  le  Tome  X  des  anciens  Mémoires  de  l' Académie  des 
Sciences  de  Paris,  des  expériences  sur  la  vitesse  des  ondes,  faites  par 
M.  de  la  Hire,  et  qui  ont  donné  un  pied  et  demi  par  seconde  pour  cette 
vitesse,  ou  plus  exactement  i,4i2  pieds  par  seconde.  Faisant  donc 
n  =  i,[\ii,  on  aura  la  profondeur  a  de  -—^  de  pied,  savoir  de  j^  de 
pouce,  ou  10  lignes  à  peu  près. 


(')  L'hypolhèse  que  fail  ici  Lagraage  n'est  pas  admissible,  même  comme  première  ap- 
proximation. Vojrwne,  Note  à  la  fin  du  Volume.  (/.  Bertrand.) 
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SECTION  DOUZIÈME. 

DU    MOUVEMENT    DES    FLUIDES    COMPRESSIBLES    ET    ÉLASTIQUES. 


1.  Pour  appliquer  à  cette  sorte  de  fluides  l'équation  générale  de 
l'article  2  de  la  Section  précédente,  on  observera  que  le  terme  '^^8L 
doit  y  être  effacé,  puisque  la  condition  de  l'incompressibilité  à  laquelle 
ce  terme  est  dû  n'existe  plus  dans  l'hypothèse  présente;  mais,  d'un 
autre  côté,  il  y  faudra  tenir  compte  de  l'action  de  l'élasticité,  qui  s'op- 
pose à  la  compression  et  qui  tend  à  dilater  le  fluide. 

Soit  donc  t  l'élasticité  d'une  particule  quelconque  Dm  du  fluide; 
comme  son  effet  consiste  à  augmenter  le  volume  D^DjD:;  de  cette  par- 
ticule, et,  par  conséquent,  à  diminuer  la  quantité  —  Da^DyD:;,  il  en 
résultera  pour  cette  particule  le  moment  —  i8{ï)a-ByDz)  à  ajouter  au 
premier  membre  de  la  même  équation.  De  sorte  qu'on  aura  pour  toutes 
les  particules  le  terme  intégral  —  §£S(Da?D/D^)  h  substituer  à  la 
la  place  du  terme  J^^SL.  Or,  SL  étant  égal  à  ^BxDyBz),  il  est  clair 
que  l'équation  générale  demeurera  de  la  même  forme,  en  y  changeant 
simplement  À  en  —  t.  On  parviendra  donc  aussi,  par  les  mêmes  pro- 
cédés, à  trois  équations  finales  semblables  aux  équations  (A),  savoir 


(a) 


Et  il  faudra  de  même  que  la  valeur  de  s  soit  nulle  à  la  surface  du 
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fluide,  si  le  fluide  y  est  libre;  mais  s'il  est  contenu  par  des  parois,  la 
"A^aleur  de  s  sera  égale  à  la  résistance  que  les  parois  exercent  pour 
contenir  le  fluide,  ce  qui  est  évident,  puisque  £  exprime  la  force  d'é- 
lasticité de  ses  particules. 

2.  Dans  les  fluides  compressibles,  la  densité  A  est  toujours  donnée 
par  une  fonction  connue  de  i,  œ,  y,  z-,  t,  dépendante  de  la  loi  de  l'élas- 
ticité du  fluide  et  de  celle  de  la  chaleur,  qui  est  supposée  régner  à 
chaque  instant  dans  tous  les  points  de  l'espace.  Il  y  a  donc  quatre 
inconnues,  e,  x,  y,  z-,  à  déterminer  en  t,  et,  par  conséquent,  il  faut 
encore  une  quatrième  équation  pour  la  solution  complète  du  problème. 
Pour  les  fluides  incompressibles,  la  condition  de  l'invariabilité  du 
volume  a  donné  l'équation  (B)  de  l'article  3,  et  celle  de  l'invariabilité 
de  la  densité  d'un  instant  à  l'autre  adonné  l'équation  (H)  de  l'article  11. 
Dans  les  fluides  compressibles,  aucune  de  ces  deux  conditions  n'a  lieu 
en  particulier,  parce  que  le  volume  et  la  densité  varient  à  la  fois;  mais 
la  masse  qui  est  le  produit  de  ces  deux  éléments  doit  demeurer  inva- 
riable. Ainsi  l'on  aura 

^(AD^D/Ds)  =0. 

Donc,  en  diflerentiant  logarithmiquement 

dA       d{\)xJ)y'Oz)  __ 
A"  "*"     DxïiyDz     ~  °' 

et  substituant  la  valeur  de  d{DxJ)y\)z)  [cette  valeur  est  la  même  que 
celle  de  S(DxD/Ds)  de  l'article  2  de  la  section  précédente,  en  y  chan- 
geante? en  S],  on  aura  l'équation 

d\       T>dx       ïidy       Qdz 
'    '  A  \)x  Dj         Us 

laquelle  répond  à  l'équation  (B)  de  l'article  3  de  la  Section  citée,  celle- 
là  étant  relative  à  l'invariabilité  du  volume,  et  celle-ci  à  l'invariabilité 
de  la  masse. 
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3.  Si  l'on  regarde  les  coordonnées  x,  y,  z  comme  des  fonctions  des 
coordonnées  primitives  a,  b,  c  et  du  temps  t  écoulé  depuis  le  commen- 
cement du  mouvement,  les  équations  (a)  deviendront,  par  des  procé- 
dés semblables  à  ceux  de  l'article  5  de  la  Section  précédente,  de  cette 
forme 


(c) 


-(S?-)- 

de  ^^    ds             de 

Kï-^)--' 

da       ^    db       '    de 

'H'i?-^)*"" 

de        .„  de          „  de 

da       ^   db       '    de          ' 

ou  de  celle-ci,  plus  simple, 


(d) 


\(d}x       ^\dx       fd^Y      ^r\dY       fd'z       ^\dz~\        de 

=  0, 

{-dï^-^^jdb-^ydï^^^jtb^W-^^jdbl^db-- 

=     0; 

[\  dt^  -^^)àc-^  \dt^  ^^jde-^  \dF  ^  ^  j  Tel^Je- 

=  O, 

ces  transformées  étant  analogues  aux  transformées  (C)  et  (D)  de  l'en- 
droit cité. 

A  l'égard  de  l'équation  {b),  en  y  appliquant  les  transformations  de 
l'article  3  de  la  Section  précédente,  elle  se  réduira  à  cette  forme 


d\      de 
A 


=  o, 


les  différentielles  dA  et  f/Ô  étant  relatives  uniquement  à  la  variable  i; 
de  sorte  qu'en  intégrant,  on  aura 

SA  =  fonct.  (a,  b,  c). 

Lorsque  ^  =  o,  nous  avons  vu  dans  l'article  cité  que  0  devient  i  ;  donc, 
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si  l'on  suppose  que  H  soit  alors  la  valeur  de  A,  on  aura 

H  =  fond.  {«,  b,  c), 
et  l'équation  deviendra  GA  =  H  ou  bien 

c'est-à-dire,  en  substituant  pour  G  sa  valeur 

l  dx  dy  dz  dx  dy  dz  dx  ôy  dz 

\  da  db  de  db  da  de  db   de  da 
(e)                        < 

ï  dx  dy  dz  dx  dy  dz  dx  dy  dz  _  R 

\         de  db  da       de  da  db       da   de  db        A  ' 

transformée  analogue  à  la  transformée  (E)  de  l'article  cité. 

Enfin  il  faudra  appliquer  aussi  à  ces  équations  ce  qu'on  a  dit,  dans 
l'article  8  de  la  même  Section,  relativement  à  la  surface  du  fluide. 

4.  Mais  si  l'on  veut,  ce  qui  est  beaucoup  plus  simple,  avoir  des 
équations  entre  les  vitesses/?,  q,  r  des  particules  suivant  les  directions 
des  coordonnées  se,  y,  z,  en  regardant  ces  vitesses,  ainsi  que  les  quan- 
tités A  et  £,  comme  des  fonctions  de  x,  y,  z,  t,  on  emploiera  les  trans- 
formations de  l'article  10  de  la  Section  précédente,  et  les  équations  (a) 
donneront  sur-le-champ  ces  transformées,  analogues  aux  transfor- 
mées (F)  de  ce  dernier  article, 

'^P    ,    „àp    ^       dp    ^    ^dp    ^   ^\    ^  ds 


Ai 


dt       ^  dx       ^  dy  as  J       dx 

dq  dq  dq  dq        ,A         de 

dt       ^  dx  dy  dz  j       dy 

dr  dr  dr  dr         „\        di 

\àï  -^PàT^^^d-y-^'à-z^^j^d-z 


(/)       iMl!+/'ë+^S;+'-:!^+YU|i=o. 


Dans  l'équation  [b),  outre  la  substitution  de  pdl,  qdt,  rdl,  au  lieu 
de  dx,  dy,  dz,  et  le  changement  de  D  en  d,  il  faudra  encore  mettre 
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pour  â?A  sa  valeur  complète 

dA         d\         àA         dA\  , 


et  l'on  aura,  en  divisant  par  d/,  cette  transformée 

1   dA       p  dA       q  dA       r  dA       dp        dq       dr 

—  — ■  -I-  —  —  -I-  — 1 1 — —  -\ ~  -\ —  o. 

A  dt    ^  A  dx       Ady       A  dz^  dx^  ày       dz         ' 

laquelle,  étant  multipliée  par  A,  se  réduit  à  cette  forme  plus  simple 
,    ,  dA       d(Ap)       à(Aq)       diAr) 

A  l'égard  de  la  condition  relative  au  mouvement  des  particules  à  la 
surface,  elle  sera  représentée  également  par  l'équation  (I)  de  l'ar- 
ticle 12  de  la  Section  précédente,  savoir 

dk  dA         d\  dA 

(')  -d7^Pd^^'^d^^'Tz=''' 

en  supposant  que  A  =  o  soit  l'équation  de  la  surface. 

5.  Il  est  aisé  de  satisfaire  à  l'équation  {g),  en  supposant 

A         àx  .         dô  .         dy 

Au  =  -T- ,  Aq=  ~,  Ar  =  -i , 

'        dt  '       dt  dt 

a.,  [3,  Y  étant-des  fonctions  de  x,  y,  z,  t.  Par  ces  substitutions,  l'équa- 
tion dont  il  s'agit  deviendra 

dA        d-a         d-^(3         d-y  _ 
dt  '^  dtdx'^  di  dy  ^  dtdz^  °' 

laquelle  est  intégrable  relativement  à  t,  et  dont  l'intégrale  donnera 

A  =  F—  ^  —  ^  —  ^, 
dx       dy       dz  ' 
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F  étant  une  fonction  de  ce,  y,  z  sans  t,  dépendante  de  la  loi  de  la  den- 
sité initiale  du  fluide. 
On  aura  ainsi 


?  = 


da 
dt 

F- 

de.       àÇi 
dx       dy 

d^ 
dt 

dy' 
dz 

F 

de.       d^ 

dy' 

dx       dy 

dy 
dt 

àz 

da.        ()(3        dy 
dx       dy       dz 


Donc,  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (/)  et  mettant  de 
plus  pour  t  sa  valeur  en  fonction  de  A,  x,y,  z,  t  (art.  2),  on  aura  trois 
équations  aux  différences  pai'tielles  entre  les  inconnues  a,  [i,  y  et  les 
quatre  variables  x,  y,  z,  t,  et  la  solution  du  problème  ne  dépendra  plus 
que  de  l'intégration  de  ces  équations;  mais  cette  intégration  surpasse 
les  forces  de  l'Analyse  connue. 

6.  En  faisant  abstraction  de  la  chaleur  et  des  autres  circonstances 
qui  peuvent  faire  varier  l'élasticité  indépendamment  de  la  densité,  la 
valeur  de  l'élasticité  t  sera  donnée  par  une  fonction  de  la  densité  A, 

de  sorte  que  -^  sera  une  différentielle  à  une  seule  varia'ble,  et,  par 
conséquent,  intégrable,  dont  nous  supposerons  l'intégrale  exprimée 
par  E. 

Soit,  de  plus,  la  quantité  ~^dx -\-X dy -\-Zdz  une  différentielle 
complète,  dont  l'intégrale  soit  V,  comme  dans  l'article  15  de  la  Section 
précédente. 

Les  équatious  (/)  de  l'article  4,  étant  multipliées  respectivement 
par  dx,  dy,  dz,  et  ensuite  ajoutées  ensemble,  donneront,  après  la  divi- 
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sion  par  A,  une  équation  de  la  forme 

l  \dt  dx         dy         à:  J 

(0  -{^4+p^+^i'^-&  +  r^-Adr 


'dp 

dp 

dp 

+ 

•■% 

'dq 

dq 

dq 

-!- 

'% 

dt 

dr 

dr 

+  , 

dr-' 

dont  le  premier  membre  étant  intégrable,  il  faudra  que  le  second  le 
soit  aussi.  Ainsi  l'on  aura  de  nouveau  le  cas  de  l'équation  (L)  de  l'ar- 
ticle 15  de  la  Section  précédente,  et  l'on  parviendra,  par  conséquent, 
à  des  résultats  semblables. 

7.  Donc,  en  général,  si  la  quiintllé  p  dx  ^  cj  dy -y- r  dz  se  trouve 
dans  un  instant  quelconque  une  différentielle  complète,  ce  qui  a  tou- 
jours lieu  au  commencement  du  mouvement  lorsque  le  fluide  part  du 
repos  ou  qu'il  est  mis  en  mouvement  par  une  impulsion  appliquée  à 
la  surface,  alors  la  même  quantité  devra  être  toujours  une  différen- 
tielle complète  (Section  précédente,  art.  17  et  18). 

Dans  cette  hypothèse  on  fera,  comme  dans  l'article  20  de  la  Section 

précédente, 

p  dr  -+-  q  dr  -+-  r  dz  ^  dw, 

ce  qui  donne 

d(9  do  do 

P  =  d^'         ''  =  ty'         '=W 

et  l'équation  (/),  étant  intégrée  après  ces  substitutions,  donnera 

valeur  qui  satisfera  en  même  temps  aux  trois  équations  (/)  de  l'ar- 
ticle 4. 

/ds 
-^,  sera  une  fonction  de  A,  puisque  £  est  une 

fonction  connue  de  A;  donc  A  sera  une  fonction  de  E.  Substituant  donc 

la  valeur  de  A  tirée  de  l'équation  précédente,  ainsi  que  celles  de/»,  cj,  r, 

XII.  42 
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dans  l'équation  (g)  de  l'article  4,  on  aura  une  équation  aux  différences 
partielles  do  s,  laquelle,  ne  contenant  que  cette  inconnue,  suffira  pour 
la  déterminer;  de  sorte  que  toute  la  difficulté  sera  réduite  à  cette 
unique  intégration. 

8.  Dans  les  fluides  élastiques  connus,  l'élasticité  est  toujours  pro- 
portionnelle à  la  densité;  de  sorte  qu'on  a  pour  ces  fluides  i  =  iA, 
i  étant  un  coefficient  constant  qu'on  déterminera  en  connaissant  la 
valeur  de  l'élasticité  pour  une  densité  donnée. 

Ainsi,  pour  l'air,  l'élasticité  est  égale  au  poids  de  la  colonne  de  mer- 
cure dans  le  baromètre;  donc,  si  l'on  nomme  H  la  hauteur  du  baro- 
mètre pour  une  certaine  densité  de  l'air  qu'on  prendra  pour  l'unité, 
n  la  densité  du  mercure,  c'est-à-dire  le  rapport  numérique  de  la  den- 
sité du  mercure  à  celle  de  l'air,  rapport  qui  est  le  même  que  celui  des 
gravités  spécifiques,  et  g-  la  force  accélératrice  de  la  gravité,  on  aura, 
loi'sque  A  =  I, 

£=:(°7iH;         par  conséquent,         i=ignM., 

où  l'on  remarque  que  «H  est  la  hauteur  de  l'atmosphère  supposée  ho- 
mogène. De  sorte  qu'en  désignant  cette  hauteur  par  A,  on  aura  plus 

simplement 

i-=gh        et,  de  là,         s^g/iA. 

Donc,  puisque  E  =  /  -£>  on  aura 

E^^o-MogA. 

Or  l'équation  {g)  de  l'article  4  peut  se  mettre  sous  la  forme 

dloeA        c^log-A  dlogA  dlogA  dp        dq        di- 

dt  dx    '  oy  as  ox       ay       o; 

Donc,  substituant  -^5  -y-,  -p-,  ^  à  la  place  de  logA, />,  q,  r,  et  multi- 
pliant par  gh,  elle  deviendra 

,  fd'-^       d'9       d'a>\       dE       dE  da>       dE  do       dE    dm 
°     \  dx-       dy^       dz- }       dt        dx  dx       dy  dy       ds     dz 


,  fd-o       d-(ù       d-<D\ 

d^o       dV  do 
dt-        dx  dx 

dY  d(p 
~dydj'' 

d\  do 
dz    dz 

do    d'-cp         ^  do    à-  o 

do    d-  o 

"  dx  dx  àt      "  dj'  dy  dt 

^dz  ds'àt 

( do\-  d-o       fà(f\-  d'o 

\dz.)    dzr- 

dcf  do    d-o            df  do 
"  dx  dy  dx  dy       "  dx  dz 

d-o            do  do 
àx  dz       "^  dy  dz 

d-o 
dy'àz' 
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Il  n'y  aura  donc  plus  qu'à  substituer  pour  E  sa  valeur  trouvée  ci- 
dessus,  et  cette  substitution  donnera  l'équation  finale  en  o 


(«)    < 


laquelle  contient  seule  la  théorie  du  mouvement  des  fluides  élastiques 
dans  l'hypothèse  dont  il  s'agit. 

9.  Lorsque  le  mouvement  du  fluide  est  très  petit,  et  qu'on  n'a  égard 
qu'aux  quantités  très  petites  du  premier  ordre,  nous  avons  vu,  dans 
l'article  21  de  la  Section  précédente,  que  la  quantité /^rZj:'  -i-  qdyn-  rdz 
est  aussi  nécessairement  une  différentielle  complète.  Dans  ce  cas  donc, 
les  formules  précédentes  auront  toujours  lieu,  de  quelque  manière 
que  le  mouvement  du  fluide  ait  été  engendré,  pourvu  qu'il  soit  toujours 
très  petit,  et  que,  par  conséquent,  la  fonction  9  soit  elle-même  très 
petite. 

Dans  la  théorie  du  son,  on  suppose  que  le  mouvementdes  particules 
de  l'air  est  très  petit;  ainsi,  regardant  dans  l'équation  (n)  la  quantité  o 
comme  très  petite,  et  négligeant  les  termes  où  elle  monte  au  delà  de 
la  première  dimension,  on  aura  pour  cette  théorie  l'équation  générale 

,  fd'-o        d'-o       d-o\        d'-o        dV  do        d'Y  do        dV  do 

ty/}   t    I     4-    !-   -U    L    1   L   ^    I    L   o 

°     Xdx-'^  dy'-        àz'\)        df'        dx  dx        dy   dy        dz    dz  ~~ 

Or,  en  négligeant  de  même  les  secondes  dimensions  de  ç  dans  la 
valeur  de  E  de  l'article  7,  on  aura  simplement  (art.  8) 

E  =  -V-^  =£/ilooA. 

On  peut  supposer  que  la  fonction  9  soit  nulle  dans  l'état  de  repos 
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OU  d'équilibre.  On  aura  donc  aussi  dans  cet  état 

do 

et,  par  conséquent, 

V 

^/ilogA=— V         et        A  —  e~ei'. 

Lorsque  l'air  est  en  vibration,  soit  sa  densité  naturelle  augmentée 
en  raison  de  i  -i-^  à  i,  5  étant  une  quantité  fort  petite;  on  aura  donc, 
en  ffénéral, 

_  _v 
A  =  e    =''([  +  .?), 

et  de  là,  en  négligeant  le  carré  et  les  puissances  supérieures  de  s,  on 

aura 

loaA  = r  —s;         donc         s  =  — ^  —^■ 

"  g/i  gh  at 

A  l'égard  de  la  valeur  de  V  qui  dépend  des  forces  accélératrices,  en 
supposant  le  fluide  pesant  et  prenant,  pour  plus  de  simplicité,  les 
ordonnées  z  verticales  et  dirigées  de  haut  en  bas,  on  aura,  par  la  for- 
mule de  l'article  23  (Section  précédente), 

g  étant  la  force  accélératrice  de  la  gravité.  Donc  l'équation  du  son  sera 


ïli 


d-(f        (J-cp        (^^<?\  àa  d-cp 


dx-       dy-       dz'  1       '^  dz        df- 


Ayant  déterminé  cp  par  cette  équation,  on  aura  les  vitesses/?,  q,  r  de 
l'air,  ainsi  que  sa  condensation  s,  par  les  formules 

dis  d(a  d(s>  i     dw 

^       âx  ''       dy  dz  gli  di 

10.  Si  l'on  ne  veut  avoir  égard  qu'au  mouvement  horizontal  de  l'air, 
on  supposera  que  la  fonction  tp  ne  contienne  point:;,  mais  seulement 
X,  y,  t.  Alors  l'équation  en  ç  deviendra 


rh 


'  d'-o       d-vf\ d 


dj--        dy- J        dt'^ 
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Mais,  avec  cette  simplification  même,  elle  est  encore  trop  compliquée 
pour  pouvoir  s'intégrer  rigoureusement  (*). 

Au  reste,  cette  équation  est  entièrement  semblable  à  celle  du  mou- 
vement des  ondes  dans  un  canal  horizontal  et  peu  profond.  Voir  la  Sec- 
tion précédente,  article  37. 

Jusqu'à  présent,  on  n'a  pu  résoudre  complètement  que  le  cas  où  l'on 
ne  considère  dans  la  masse  de  l'air  qu'une  seule  dimension,  c'est- 
à-dire  celui  d'une  ligne  sonore,  dont  les  particules  ne  font  que  des 
excursions  longitudinales. 

Dans  ce  cas,  en  prenant  cette  même  ligne  pour  l'axe  ce,  la  fonction  o 
ne  contiendra  point  y,  et  l'équation  ci-dessus  se  réduira  à 

''    dx-       dt- 

laquelle  est  semblable  à  celle  des  cordes  vibrantes  et  a  pour  intégrale 
complète 

en  dénotant  par  les  caractéristiques  ou  signes  F  et /deux  fonctions 
arbitraires. 

Cette  formule  renferme  deux  théories  importantes,  celle  du  son  des 
flûtes  ou  tuyaux  d'orgue,  et  celle  de  la  propagation  du  son  dans  l'air 
libre.  Il  ne  s'agit  que  de  déterminer  convenablement  les  deux  fonc- 
tions arbitraires;  et  voici  les  principes  qui  doivent  guider  dans  cette 
détermination. 

14.  Pour  les  flûtes,  on  ne  considère  que  la  ligne  sonore  qui  y  est 
contenue;  on  suppose  que  l'état  initial.de  cette  ligne  soit  donné,  cet 
état  dépendant  des  ébranlements  imprimés  aux  particules,  et  l'on 
demande  la  loi  des  oscillations. 

Faisons  commencer  les  abscisses  x  à  l'une  des  extrémités  de  cette 


(')  Cette  équation  a  été  intégrée  par  Poisson,  ainsi  que  l'équation  plus  générale  dans 
laquelle  on  suppose  cp  fonction  de  .r,  y  et  z.  yoir  les  nouveaux  Mémoires  de  l'Académie 
des  Sciences,  t.  III.  {J ■  Bertrand.) 
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ligne,  et  soit  sa  longueur,  c'est-à-dire  celle  de  la  flûte,  égale  a  a.  Les 
condensations  s  et  les  vitesses  longitudinales  p  seront  donc  données, 
lorsque  /  —  o,  depuis  ce  =  o  jusqu'à  ce  ^  a;  nous  les  nommerons  S 
et  P. 

Maintenant,  puisque  s=  ~t  ~£:  et/>=-y^,  si  l'on  différentie  l'ex- 
pression générale  de  o  de  l'article  précédent,  et  qu'on  désigne  par  F 
et/'  les  différentielles  des  fonctions  marquées  par  F  et  /,  en  sorte  que 

p  =  ^'{a;  +  t^J.jri)+f{x-t\JJÏi), 

Faisant  z  =  o  et  changeant/;  en  P  et  i^  en  S,  on  aura 

P  =  F'(a■)^-/'(^),         Sv/^:=F'(x)-/'(jr). 

Ainsi,  comme  P  et  S  sont  données  pour  toutes  les  abscisses  a?  depuis 
X  =  o  jusqu'à  X  ^  a,  on  aura  aussi  dans  cette  étendue  les  valeurs  de 
Y'[x)  et  de /'(a?);  par  conséquent,  on  aura  les  valeurs  de/)  et  5  pour 
une  abscisse  et  un  temps  quelconques,  tant  que  x  ±  /  sjgh  seront  ren- 
fermées dans  les  limites  o  et  a. 

Mais,  le  temps  /  croissant  toujours,  les  quantités  x  +  t  sfgh  et 
x  —  t\Jg/i  sortiront  bientôt  de  ces  limites,  et  la  détermination  des 

fonctions 

F'{x  +  ts/Pi),     /'{x-t^Jïi) 

dépendra  alors  des  conditions  qui  doivent  avoir  lieu  aux  extrémités  de 
la  ligne  sonore,  selon  que  la  flûte  sera  ouverte  ou  fermée. 

12.  Supposons  d'abord  la  flûte  ouverte  par  ses  deux  bouts,  en  sorte 
que  la  ligne  sonore  y  communique  immédiatement  avec  l'air  exté- 
rieur; il  est  clair  que  son  élasticité,  dans  ces  deux  points,  ne  pouvant 
être  contre-balancée  que  par  la  pression  constante  de  l'atmosphère,  la 
condensation  s  y  devra  toujours  être  nulle.  Il  faudra  donc  que  l'on  ait, 
dans  ce  cas,  s  =  o,  lorsque  a:^  =:  o  et  lorsque  x  ^  a,  quelle  que  soit  la 
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valeur  de  t,  ce  qui  donne  les  deux  conditions  à  remplir 

F'(<v'i^)-/'(-«v/^)  =  o, 

Y'{a  +  t^Jh)^-f{a-t^Jli)  =  o, 

lesquelles  devront  subsister  toujours,  t  ayant  une  valeur  positive  quel- 
conque. 

Donc,  en  général,  en  prenant  pour  ^  une  quantité  quelconque  posi- 
tive, on  aura 

r{a  +  z)=f{a-z),        f{-z)  =  ^\z). 

Donc,  1°  tant  que  z  est  plus  petit  que  a,  on  connaîtra  les  valeurs  de 
F'(a  H-  z)  et  de/'(—  z),  puisqu'elles  se  réduisent  à  celles  de  /'{a  —  z) 
et  de  f'{z),  qui  sont  données. 

Mettons  dans  ces  formules  a  -t-  ;;  au  lieu  de  z;  elles  donneront 

F'(2a  +  ^)=/'(-^)=F'(..), 
f'{-a-z)  =  F'{a  +  z)=f'{a-z). 

Donc,  2°  tant  que  :;  sera  plus  petit  que  «,  on  connaîtra  aussi  les  va- 
leurs de  F'(2a  +  s)  et  de  /'{—  a  —  z),  puisqu'elles  se  réduisent  à 
celles  de  F'(^)  et  de  /'{a  —  z),  qui  sont  données. 

Mettons  de  nouveau  dans  les  dernières  formules  a  -\-  z  pour  z;  en 
les  combinant  avec  les  premières,  puisque  :;  peut  être  quelconque,  on 

aura 

F'{3a  -i-  z)  =F'{a  -i-  s)  =  /'{a  -  z), 

f'{-^a-z)^  f'(-z)^V'{z). 

Donc,  3°  tant  que  z  sera  plus  petit  que«,  on  connaîtra  encore  les  va- 
leurs de  F'(3«  -h  s)  et  de  /'(—  aa  —  =),  puisqu'elles  se  réduisent  aux 
valeurs  données  de  F'(:;)  et  de/'(a  —  z).' 

On  trouvera  de  même,  en  mettant  derechet  a  -h  z  pour  z, 

F'{^a  +  z)=/'(-z)  =F'{z), 
f'{-3a-z)  =  F'(a  +  z)  =  f'{a-z). 

D'où  l'on  connaîtra  les  valeurs  de  F'(4«  -h  z)  et  de  /'(—  3a  —  :;), 
tant  que  z  sera  plus  petit  que  a;  et  ainsi  de  suite. 
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On  aura  donc  de  cette  manière  les  valeurs  des  fonctions  Y'{x+t\jgh) 
et  de  f  [oc  —  i  \fgïi),  quel  que  soit  le  temps  t  écoulé  depuis  le  commen- 
cement du  mouvement  de  la  ligne  sonore;  ainsi  l'on  connaîtra  pour 
chaque  instant  l'état  de  cette  ligne,  c'est-à-dire  les  vitesses  p  et  les 
condensations  s  de  chacune  de  ses  particules. 

11  est  visible,  par  les  formules  précédentes,  que  les  valeurs  de  ces 
fonctions  demeureront  les  mêmes  en  augmentant  la  quantité  tsjgh  de 
ia,  ou  de  [\a,  6a,  ...;  de  sorte  que  la  ligne  sonore  reviendra  exacte- 
ment au  même  état  après  chaque  intervalle  de  temps  déterminé  par 

l'équation 

t  s/gli  =  2  a, 

ce  qui  donne  -=  pour  cet  intervalle. 

Ainsi  la  durée  des  oscillations  de  la  ligne  sonore  est  indépendante 
des  ébranlements  primitifs,  et  dépend  seulement  de  la  longueur  a  de 
cette  ligne  et  de  la  hauteur  h  de  l'atmosphère. 

En  supposant  la  force  accélératrice  de  la  gravité  g  égale  à  l'unité,  il 
faut  prendre  pour  l'unité  des  espaces  le  double  de  celui  qu'un  corps 
pesant  parcourt  librement  dans  le  temps  qu'on  prend  pour  l'unité 
(Sect.  II,  art.  2).  Donc,  si  l'on  prend,  ce  qui  est  permis,  h  pour  l'unité 
des  espaces,  l'unité  des  temps  sera  celui  qu'un  corps  pesant  met  à  des- 
cendre de  la  hauteur  -;  et  le  temps  d'une  oscillation  de  la  ligne  sonore 
sera  exprimé  par  ia,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  temps  d'une  oscilla- 
tion sera  à  celui  de  la  chute  d'un  corps  par  la  hauteur  -  comme  2«  à  h. 

13.  Si  la  flûte  était  fermée  par  ses  deux  bouts,  alors  les  condensa- 
tions s  pourraient  y  être  quelconques,  puisque  l'élasticité  des  parti- 
cules y  serait  soutenue  par  la  résistance  des  cloisons;  mais,  par  la 
même  raison,  les  vitesses/?  y  devraient  être  nulles,  ce  qui  donnerait 
de  nouveau  les  conditions 

r{t^Jli)+f{-t^JJi)  =  o, 
F'(a  +  t^J^i)+f'{a  -i~t\/'^i)  =  o. 
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Ces  formules  reviennent  à  celles  que  nous  avons  examinées  ci-des- 
sus, en  y  supposant  seulement  la  fonction  marquée  par  /'  négative. 
Ainsi  il  en  résultera  des  conclusions  semblables,  et  l'on  aura  encore 
la  même  expression  pour  la  durée  des  oscillations  de  la  fibre  sonore. 

Il  n'en  serait  pas  de  même  si  la  flûte  était  ouverte  par  un  bout  et 
fermée  par  l'autre. 

Il  faudrait  alors  que  s  fût  toujours  nulle  dans  le  bout  ouvert,  et  que 
p  le  fût  dans  le  bout  fermé. 

Ainsi,  en  supposant  la  flûte  ouverte  à  la  distance  a:  =  o  et  fermée  à 
la  distance  x~a,  on  aura  les  conditions 

F'(«  +  ^\/p)H-/'(«-'\/FO  =  o; 

d'oii,  par  une  analyse  semblable  à  celle  de  l'articU^  12,  on  tirera  les 
formules  suivantes 

F'(«    +z)^-f'{a-z),  f'{-z)^+Y<{z), 

F(2fl  +  ^)=:-F'(5),  /'(-   a  -z)=-f\a-z), 

F'(3«-(-5)=  +  /'(«-s),  /'(_2«-,.)=-F'(s), 

F'(4«  +  ^)=+FV-),  f'{-2>a-z)  =  +  f'{a-z.), 

et  ainsi  de  suite. 

Or,  tant  que  z-  est  plus  petit  que  a,  les  fonctions  F'(:r)  et  f'[a  —  z) 
sont  données  par  l'état  primitif  de  la  fibre  sonore;  donc  on  connaîtra 
aussi  par  leur  moyen  les  valeurs  des  autres  fonctions 

Y'{a  +  z),     F'(2«  +  5),      ...,    /'(-;),     f\-a-z),      .... 

et,  par  conséquent,  on  aura  l'état  de  la. fibre  après  un  temps  quel- 
conque t. 

Mais  on  voit,  par  les  formules  précédentes,  que  cet  état  ne  reviendra 
le  même  qu'après  un  intervalle  de  temps  déterminé  par  l'équation 

t\Jgh  =  l^a; 

d'où  il  s'ensuit  que  la  durée  des  vibrations  sera  une  fois  plus  longue 
XII.  43       ' 
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que  dans  les  flûtes  ouvertes  ou  fermées  par  les  deux  bouts,  et  c'est  ce 
que  l'expérience  confirme  à  l'égard  des  jeux  d'orgue  qu'on  nomme 
bourdons,  et  qui,  étant  bouchés  par  leur  extrémité  supérieure  opposée 
à  la  bouche,  donnent  un  ton  d'une  octave  plus  bas  que  s'ils  étaient 
ouverts. 

Voir,  au  reste,  sur  la  théorie  des  flûtes,  les  deux  premiers  Volumes 
de  Turin,  les  Mémoires  de  Paris  pour  1762,  et  les  Novi  Commentarii  Ae 
Pétersbourg,  tomeXVJ. 

14.  Considérons  maintenant  une  ligne  sonore  d'une  longueurindé- 
fmie,  qui  ne  soit  ébranlée  au  commencement  que  dans  une  très  petite 
étendue;  on  aura  le  cas  des  agitations  de  l'air  produites  par  les  corps 
sonores. 

Supposons  donc  que  les  agitations  initiales  ne  s'étendent  que  depuis 
a;  =  o  jusqu'à  x  =  a,  a  étant  une  quantité  très  petite.  Les  vitesses  et 
les  condensations  initiales  P,  S  seront  donc  données  pour  toutes  les 
abscisses  œ,  tant  positives  que  négatives;  mais  elles  n'auront  de  va- 
leurs réelles  que  depuis  x  =  o  jusqu'à  œ=^a;  hors  de  ces  limites,  elles 
seront  tout  à  fait  nulles.  Il  en  sera  donc  aussi  de  même  des  fonctions 
Y'[x)  ei  f'[x),  puisqu'on  faisant  /  =  o  on  a 

P  =  F'(x)  +  /'(^),        Sv/P  =  F'(^)-/'(^) 

et,  par  conséquent, 

F'(^)  =  i(P  +  Sv/^),        /'(x)  =  i(P-Sv/p). 

D'où  il  s'ensuit  qu'en  prenant  pour  s  une  quantité  positive,  moindre 
que  a,  les  fonctions  Y'{x  +  t\Jgh)  et  /'{x  —  tsjgh)  n'auront  de  va- 
leurs réelles  que  tant  qu'on  aura  x±t\]gh^=z.  Par  conséquent, 
après  un  temps  quelconque  t,  les  vitesses  p  et  les  condensations  s 
seront  nulles  pour  tous  les  points  de  la  ligne  sonore,  excepté  pour 
ceux  qui  répondront  aux  abscisses  x  =  zz+:  tsjg/i. 

On  explique  par  là  comment  le  son  se  propage,  et  comment  il  se 
forme  successivement,  de  part  et  d'autre  du  corps  sonore  et  dans  des 
temps  égaux,  des  fibres  sonores  égales  en  longueur  à  la  fibre  initiale  a. 
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La  vitesse  de  la  propagation  de  ces  fibres  sera  exprimée  par  le  coef- 
ficient sjgli;  elle  sera,  par  conséquent,  constante  et  indépendante  du 
mouvement  primitif,  ce  que  l'expérience  confirme,  puisque  tous  les 
sons  forts  ou  faibles  paraissent  se  propager  avec  une  vitesse  sensible- 
ment égale. 

Quant  à  la  valeur  absolue  de  cette  vitesse,  en  faisant,  comme  dans 
l'article  12,  §  =  i  et  A  =  i,  elle  deviendra  aussi  égale  à  i.  Or  l'unité  des 
vitesses  est  ici  celle  qu'un  corps  pesant  doit  acquérir  en  tombant  de  la 
moitié  de  l'espace  h,  qui  est  pris  pour  l'unité  (Sect.  \\,  art.  2).  Donc  la 
vitesse  du  son  sera  due  à  la  hauteur  -• 

2 

15.  En  supposant,  avec  la  plupart  des  physiciens,  l'air  85o  fois  plus 
léger  que  l'eau,  et  l'eau  i4  fois  plus  légère  que  le  mercure,  on  a  i  à 
II 900  pour  le  rapport  du  poids  spécifique  de  l'air  à  celui  du  mercure. 
Or,  prenant  la  hauteur  moyenne  du  baromètre  de  28  pouces  de  France, 
il  vient  333  200  pouces  ou  27  766  pieds  \  pour  la  hauteur  h  d'une  co- 
lonne d'air  uniformément  dense  et  faisant  équilibre  à  la  colonne  de 
mercure  dans  le  baromètre.  Donc  la  vitesse  du  son  sera  due  à  une 
hauteur  de  i3883  pieds  j,  et  sera,  par  conséquent,  de  91.3  par  se- 
conde. 

L'expérience  donne  environ  1088,  ce  qui  fait  une  différence  de  près 
d'un  sixième;  mais  cette  différence  ne  peut  être  attribuée  qu'à  l'incer- 
titude des  résultats  fournis  par  l'expérience.  Sur  quoi  voir  surtout  un 
Mémoire  de  feu  M.  Lambert,  parmi  ceux  de  l'Académie  de  Berlin  pour 
17680. 

16.  Si  la  ligne  sonore  était  terminée  d'un  côté  par  un  obstacle  im- 
mobile, alors  la  particule  d'air  contiguë  à  cet  obstacle  n'aurait  aucun 
mouvement;  par  conséquent,  si  a  est  la  valeur  de  l'abscisse  x  qui  y 
répond,  il  faudra  que  la  vitesse /?  soit  nulle  lorsque  œ  ^=  a,  quel  que 


(')  Laplaceafait  connaître  la  cause  probable  de  cette  discordance  entre  le  calcul  et  l'ob- 
servation. Voir  le  cinquième  Volume  de  la  Mécanique  céleste,  livre  XII,  Chapitre  III. 

(./.  Bertrand.) 
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soit  t,  ce  qui  donnera  la  condition 

Y[a-\-ts[^i)^f'{a-tsJ^li)  =  o. 

Or  on  a  vu  (art.  14)  que  la  fonction  /'(«  —  t  \ig/i)  a  une  valeur  réelle 
tant  que 

a  —  t  \Jgli  ^=  3  ; 

donc,  puisque 

Y'{a  +  tsfgïi)=r-  f'{a  -  t^Jîi), 

la  fonction  F'(rt  -t-  /  \lgh)  aura  aussi  des  valeurs  réelles  lorsque 

a  —  t\fgh  =  5, 
c'est-à-dire  lorsque 

t  \fgTl  ;=  «  —  z. 

Par  conséquent,  la  fonction  Y'{x^t\lgh)  sera  non  seulement  réelle 
lorsque 

mais  encore  lorsque 

X  -{-  t  \fgTi  =z  2  a  —  z; 

d'où  il  suit  que,  dans  ce  cas,  les  vitesses  jo  et  les  condensations^  seront 
aussi  réelles  pour  les  abscisses 

x  =  2a  —  ;  —  t  \/ gh . 

Ainsi  la  fibre  sonore,  après  avoir  parcouru  l'espace  a,  sera  comme 
réfléchie  par  l'obstacle  qu'elle  rencontre,  et  rebroussera  avec  la  vi- 
tesse,, ce  qui  donne  l'explication  bien  naturelle  des  échos  ordinaires. 

On  expliquera  de  la  même  manière  les  échos  composés,  en  suppo- 
sant que  la  ligne  sonore  soit  terminée  des  deux  côtés  par  des  obstacles 
immobiles  qui  réfléchiront  successivement  les  fibres  sonores  et  leur 
feront  faire  des -espèces  d'oscillations  continuelles.  Sur  quoi  on  peut 
voir  les  Ouvrages  cités  plus  haut  (art.  13),  ainsi  que  les  Mémoires  de 
l' Académie  de  Berlin  pour  1709  et  176.5. 


NOTES. 


NOTE  I. 

Sur  la  coiwei-gence  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de  l'ex- 
centricité qui  se  présentent  dans  la  théorie  du  mouvement  elliplique  : 
par  M.  V.  PuiSEUX. 

Nommons  Ç  l'anomalie  moyenne  d'une  planèle,  n  l'anomalie  excenlriquo, 
e  l'excenlricité  de  l'orbite,  de  sorte  qu'on  ail  l'équation 


on  peut  désirer  de  savoir  dans  quel  cas  la  variable  u  et  les  fonctions  finies  el 

continues  de  celte  variable  peuvent  être  développées  en  séries  convergentes 

ordonnées  suivant  les  puissances  croissanles  de  e. 

Pour  répondre  à  celle  question,  observons  d'abord  que,  Ç  étant  regardée 

comme  une  constante  réelle  et  e  comme  une  variable  réelle  ou  imaginaire, 

l'équation  transcendante 

Il  —  esin  u  =  ti 

détermine  pour  cbaque  valeur  de  e  une  infinité  de  valeurs  de  ;/,  dont  l'une  se 
réduit  à  zéro  pour  e  =  o,  tandis  que  les  autres  deviennent  infinies.  Générale- 
ment, les  valeurs  de  «  correspondantes  à  une  valeur  de  e  sont  inégales;  mais, 
pour  certaines  valeurs  de  e,  deux  valeurs  de  u  deviennent  égales,  el,  par  con- 
séquent, vérifient  à  la  fois  les  deux  équations 

u  —  esin«<  =  Ç,         I — e  cosu  ^=  o, 

dont  la  seconde  est  la  dérivée  de  la  première  prise  par  rapporl  à  a.  Parmi  ces 
valeurs  de  e,  il  y  en  a  une  dont  le  module  est  le  plus  petit;  nous  nommerons 
a  ce  plus  petit  module,  lequel  dépend  d'ailleurs  de  la  constante  C- 

Cela  posé,  si  l'on  assujettit  le  module  de  e  à  rester  moindre  que  a,  et  la  va- 
riable «  à  s'annuler  pour  e  — o,  u  sera  une  fonction  de  e  complètement  déter- 
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minée  et  qui,  pour  les  valeurs  réelles  de  e,  se  confondra  avec  l'anomalie  ex- 
centrique du  mouvement  des  planètes;  de  plus,  celte  fonction  et  les  fonctions 
finies  et  continues  de  celle-là  pourront  être  développées  en  séries  conver- 
gentes ordonnées  suivant  les  puissances  croissantes  de  e. 

Ces  propositions,  qui  résultent  de  théorèmes  bien  connus  ('),  étant 
admises,  la  question  revient  à  déterminer  le  module  a,  ou  plulôl,  comme  ce 
module  dépend  de  Ç,  à  trouver  le  minimum  des  valeurs  de  a  qui  répondent 
aux  diverses  valeurs  de  Ç  :  c'est  ce  que  nous  allons  faire  en  suivant  la  marche 
tracée  par  M.  Cauchy. 

Nommons  e  la  base  des  logarithmes  népériens,  et  soit 

la  valeur  de  e  qui  a  le  module  a;  cette  valeur  de  e,  jointe  à  une  valeur  con- 
venable de  u,  vérifie  à  la  fois  les  équations 

u  —  e  sin  M  =  Ç,  i  —  e  cos  u  ^  o. 

On  trouve,  en  difîérentiant  la  première  par  rapport  à  Ç, 

,  du         .       de 
(1  —  ecosM)-;-  —  sin«^;=:), 

ou  simplement,  en  ayant  égard  à  la  seconde, 


de                   de                i                    t 
dt,         '           dt,~       sin  u            u  - 

Mais  l'équation 

e  =  ae'-'v'-' 

nous  donne 

de         r,  i—,da            „  ,—,  da   , — 

et,  par  suite, 

I 
e 

de 

r    da        da    , c?log«        da    ,- 

a  rfÇ        f/?  ^                  dt,            dti^ 

de 
Mettant  pour  -j- 

sa  \ 

aleur -^>  il  vient 

«  — ç 

I            f/log«        dy.  1 

u-l~     dK     "^^C^      '■ 

Supposons  maintenant  la  constante  Ç  telle  que  «  prenne  sa  valeur  mini- 

(')   Voir  divers  Mémoires  de  Cauchy,   Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences, 
t.  X,  et  Exercices  de  Physique  mathémadque,  t.  I. 
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mum  ;  on  aura 

d\os:a 

et  l'équation  précédente  montre  qu'alors  la  partie  réelle  de sera 

nulle;  il  en  sera  de  même,  par  conséquent,  de  la  partie  réelle  de  u  —  K,  et 
l'on  pourra  poser 

«  —  ç  ^  p  v/—  1 1 

p  étant  une  quantité  réelle,  ou  bien 

«  =  ç  +  p  v/—  I . 
Portons  cette  valeur  de  u  dans  la  relation 

qui  résulte  de  l'élimination  de  e  entre  les  deux  équations 

(/  —  e  sin  i<  =  Ç,  i  —  e  cos  ?<  =:  o  ; 

il  viendra 

p  v/— I  [cosÇcos(p  v/^)  —  sinÇsin(p  y/— i)] 

=  sinÇcos(p  v^— i)  +  cosCsin(pv/— () 
ou  bien 

cosÇ[p  v/— I  cos(pv/— T)  —  sin(p  y/— ij] 

=  sinÇ[cos(p  v/— i)  H-p  v/^sin(p  y/— i)J, 
ou  encore 

, ^/     £P-H£-P  £P—  £-P\  .      ^/sP  +  e-P  £P  —  £-P 

V'— icosÇ    p )=sin'' 


Chaque  membre  de  celle  dernière  équation  doit  être  nul  séparément;  on 
peut  donc  poser,  ou 

£pH-£-P  £?  — £-P_  £P+£-P  £P— £-P_ 

2  '2.  '  2  2  ' 

ou  encore 

£P  +  £-P  ■     £P  — £-P 

cosÇ=o, p =  o, 

2  2 

ou  enfin 

.      ^  £P4-£-P  £P— £-P 

smç=ro,         p =o. 

La  première  solution  doit  être  rejetée,  car  on  en  conclurait 

£P-f_£-p  5p_J-p\2  /gP-l-S-p  JP_£-P 

\      ,      /  „  1    =;  0, 
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ou  bien 

(l  —  p)-£-P+  (H-  p)-£--P=0, 

équation  impossible,  p  élant  réel.  La  seconde  solution  nous  donne  Ç=  -  ('), 
et  l'équation  en  p  peut  s'écrire 


■ ...  -  M-  -h 


1.2  1.2.3.4  V'  1.2.3 

ou 

p-  3p''  00'^ 

1.2       1.2.3.4       1.2.3.4.5.6 

on  voit  que  la  quantité  réelle  et  positive  p-  n'a  C|u'une  seule  valeur;  en  la  dé- 
terminant par  des  essais  successifs  et  extrayant  la  racine  carrée,  on  trouve 

P  =  ±i.i996785---- 
On  a  ensuite 

es\nu=^  n  —  C  =  p  \/ —  i ,         e  cos  «  =  i , 

d'oi^i,  en  ajoutant  les  carrés, 

e'^:=  I  —  p-, 

et,  par  conséquent, 

e  =  it  ^i  —  p-  =  ±  \/p-  —  X  \/ —  L  =  ±  0,662  7432  .  .  .  y/ —  I . 

Pour  savoir  si  le  module  0,6627432...  de  e  est  un  maximum  ou  un  mini- 
mum, il  faut  chercher  si,  en  adoptant  pour  a  cette  valeur,  on  obtient  pour 

- — ~—  une  quantité  négative  ou  positive.  Or  l'équation 
dloga  I  dx    , 

nous  donne 

d-\o8:a  I  /du         \        d-a    , 

I ^^/— I. 


dt,^       {u~t:)-\d(:      j     dz 

Mais  de  l'équation 

I  —  e  cos  II  =  G 

nous  tirons 

du  de  cos  u  e  cos  u  i 

e  sin  «  -777  =^  cos  u—  z^ : = , = , 

dÇ  dQ  sin  u  e  sin  u  u  —  Ç 

du  I  I 


rfÇ  {u  —  Ç)esin«  (m  —  Ç)- 

(')  En  supposant,  ce  qui  est  permis,  t  compris  entre  o  et  -. 
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Il  en  résulte 

ou  bien,  en  remplaçant  u  —  t,  par  pv'^ —  i , 

of^loga p- — I        d-a    , 

'~d^  "~  ^7^  ^^^  '■ 

Mais,  le  premier  membre  étant  réel,  le  second  doit  l'être  aussi;  on  a  donc 

d'^a 

et,  par  suite, 

d-  loga p- —  I 

~~dK^  -  ~y~  ' 

,,       .    ,  .  ,,  d-  l0£(2  .    , 

Le  nombre  p  surpassant  1  unité,  on  voit  par  la  que  —    °     est  une  quaiitiie 

positive,  et  qu'ainsi  la  valeur  0,662...  de  a,  correspondante  à  Ç~  -,  est  bien 
un  minimum. 

La  troisième  solution  nous  donnerait 

siiiÇ  =:  0,  Ç  =z  G   OU  7ï; 

on  aurait  en  même  temps 


2 


par  suite 

p  ^  o,         e  =.±1. 

11  s'ensuivrait  «=^i,  mais  cette  valeur  de  «  ne  peut  être  qu'un  maximum, 
puisque,  pour  Ç=  -,  a  est  un  minimum,  et  qu'entre  C=;o  et  Ç=;  -  il  n'y  a  pas 

de  maximum,  non  plus  qu'entre  C=  -  el  Ç=i  tt. 

2 

Le  nombre  trouvé  ci-dessus  0,6627432. . .  est  donc  bien  le  seul  minimum 
de  a,  et  ce  minimum  répond  à  C=  -■  Ainsi  les  développements  en  série  doni 

on  fait  usage  dans  la  théorie  du  mouvement  elliptique  sont  toujours  conver- 
gents, tant  que  l'excentricité  e  est  inférieure  à  0,6627432. . .  ;  dès  que  l'excen- 
tricité dépasse  cette  limite,  les  séries  cessent  d'être  convergentes,  si  l'ano- 
XIL  44 
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iiialie  moyenne  est  égale  à  90°.  Mais,  si  l'anomalie  moyenne  est  différente  de 
90°,  ces  mêmes  séries  resteront  convergentes  jusqu'à  des  valeurs  de  e  supé- 
rieures à  0,6627432. . .,  et  d'autant  plus  voisines  de  i  que  l'anomalie  moyenne 
est  elle-même  plus  voisine  de  zéro  ou  de  180". 


NOTE  II. 

Sur  la  solution  parliculière  que  peut  admeltre  le  prohlème  du  mouvement 
d'un  corps  attiré  vers  deux  centres  fixes  par  des  forces  réciproquement 
proportionnelles  aux  carrés  des  distances  ;  par  M.  J.-A.  Serret. 


Lagrange  a  remarqué,  au  Chapitre  III  de  la  Section  VH  ('),  que,  dans  le  pro- 
blème du  mouvement  d'un  corps  attiré  vers  deux  centres  fixes  par  des  forces 
réciproquement  proportionnelles  aux  carrés  des  distances,  la  trajectoire  du 
mobile  peut  être  une  ellipse  ou  une  hyperbole  qui  a  pour  foyers  les  deux 
centres  fixes.  El  la  même  chose  peut  encore  avoir  lieu,  si  l'on  ajoute  un  troi- 
sième centre  fixe  placé  au  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  deux  premiers  et 
doué  d'une  action  proportionnelle  à  la  simple  distance.  Le  raisonnement  em- 
ployé par  Lagrange  pour  établir  cette  proposition  laisse  quelque  chose  à  dé- 
sirer, ainsi  que  nous  en  avons  déjà  fait  l'observation;  l'objet  que  nous  avons 
en  vue  dans  celte  Note  est  de  donner  une  démonstration  rigoureuse  du  point 
dont  il  s'agit. 

Nous  conserverons  toutes  les  notations  de  l'auteur  :  ainsi  la  distance  des 
deux  premiers  centres  fixes  sera  h;  nous  prendrons  pour  coordonnées  du  mo- 
bile les  dislances  r,  q  à  ces  deux  centres  et  l'angle  9  que  forme  la  projection 
de  /■  sur  un  plan  perpendiculaire  à  h  avec  une  droite  fixe  située  dans  ce  même 
plan;  enfin,  nous  poserons  r-hq=^s  et  r  —  cj  =::  u.  La  force  proportionnelle 
à  la  distance,  et  qui  est  dirigée  vers  le  troisième  centre  fixe  dont  nous  avons 
parlé  plus  haut,  peut  être  décomposée  en  deux  autres  dirigées  suivant  les 
rayons  /•  et  q  et  respectivement  proportionnelles  à  ces  rayons;  en  sorte  que  le 

(')  Page  109  de  ce  Volume. 
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mobile  sera  sollicité  par  les  deux  seules  forces 

a  (3 

a,  (3,  y  désignant  des  constantes  données.  En  nommant  B,  C,  H  les  constantes 
introduites  par  les  trois  premières  intégrations  et  en  faisant,  pour  abréger. 


S  =—  ^.î«  +(H  +  ^  js* -H(a  +  (3)5-^  +Ci'-  —  A^(a  +  P)«  —  HA*— BS 

le  problème  se  trouve  ramené  aux  équations  suivantes,  où  les  variables  sont 

séparées,  savoir 

ds         du  

(/i  "  ^  "  °' 

_       ^li^ds Bli'du 

^     '^  ^  {s^  —  h^)  \l^  ~  {u^—h^)^Jî' 
,    s^  ds        u-  du 

les  deux  premières  de  ces  équations  appartiennent  à  la  trajectoire  et  la  troi- 
sième fait  connaître  l'élément  du  temps.  Les  constantes  B,  C,  H  peuvent  être 
déterminées  en  se  donnant  la  position  du  mobile  et  sa  vitesse  au  commence- 
ment du  mouvement.  Nous  supposerons  que  cette  détermination  ait  été  faite, 
et  alors,  en  désignant  par  i\,  s„,  <po  les  valeurs  initiales  de  /■,  s,  w,  les  équa- 
tions intégrales  du  problème  seront 

"'  ds        r"  du 

o. 


(2) 


r--f  - 

I    r"  s- ds        I    r"  u''- du 

"^  4  J,^    ^s        4  J,,^     v^ 

Dans  le  cas  général,  les  intégrales  contenues  dans  les  équations  (2)  sont 
des  fonctions  abéliennes,  mais  elles  se  réduisent  à  de  simples  fonctions  ellip- 
tiques dans  le  cas  de  y  =ro.  On  voit  que  généralement  les  coordonnées  s  et  u 
dépendent  l'une  de  l'autre;  en  d'autres  termes,  ces  quantités  sont  toutes  deux 
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variables.  Cependant  il  peut  arriver  que  la  trajectoire  du  mobile  soit  une 
ellipse  ou  une  hyperbole  ayant  pour  foyers  et  pour  centre  les  trois  centres 
fixes;  c'est  ce  que  nous  allons  expliquer. 

La  première  des  équations  (i),  où  B,  C,  H  ont  des  valeurs  déterminées, 
admet,  outre  son  intégrale  générale,  la  solution  particulière 

SU  =  o, 

en  sorte  qu'on  pourra  la  vérifier  en  prenant  pour  s  l'une  des  racines  de  S:=o, 
ou  pour  u  l'une  des  racines  de  U=  o.  Mais,  pour  que  cette  solution  particu- 
lière puisse  convenir  à  notre  problème,  il  faut  d'abord  que  la  valeur  initiale 
So  ou  Uo  de  S  ou  U  soit  nulle;  il  faut  donc  que  l'on  ait 

ds\  (du  \  


\dt)f,      °         ""         \dt)o 

l'indice  o  indiquant  qu'il  faut  substituer  s^  ou  u„  à  s  ou  à  a. 

En  outre,  celte  condition,  qui  est  nécessaire,  n'est  pas  suffisante;  car  la  so- 
lution particulière  ne  peut  résoudre  notre  problème  que  si  la  solution  géné- 
rale indiquée  par  les  équations  (2)  est  en  défaut  :  ce  qui  ne  peut  arriver  que 
si  les  intégrales  définies  qu'elles  contiennent  deviennent  infinies.  Or,  pour 
que  les  intégrales 

'  s^  ds        C^         ds 


X  v/s'    i. 


X 


v/s        J,.   (i=  — /i^)v/S 


dont  l'élément  est  supposé  infini  pour  i=:^o>  soient  elles-mêmes  infinies,  il 
faut  évidemment  que  le  polynôme  S  contienne  le  facteur  s  —  St,  au  moins  à  la 
seconde  puissance;  en  d'autres  termes,  il  faut  que  l'équation  S .— o  ait  au 
moins  deux  racines  égales  à  St,. 
Ainsi  l'une  des  équations  de  la  trajectoire  sera 

5  3=  5o  ou  W  =  M„, 

si  l'on  a 


Uo=o, 


On  conclut  de  là,  comme  l'a  fait  Lagrange,  que  la  même  section  conique 
qui  peut  être  décrite  en  vertu  d'une  force  tendante  à  l'un  des  foyers  et  agis- 
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sant  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance,  ou  tendante  au  centre  et  agis- 
sant en  raison  directe  de  la  distance,  peut  l'être  encore  en  vertu  de  trois  forces 
pareilles  tendantes  aux  deux  foyers  et  au  centre. 


NOTE  III. 

Su7-  le  même  sujet;  par  M.   Gaston  Darboux. 


On  peut  résoudre  la  difficulté  signalée  par  M.  Serrel,  en  se  plaçant  à  un 
point  de  vue  différent,  que  nous  allons  rapidement  indiquer. 

Considérons  d'une  manière  générale  des  mouvements  s'effectuant  sur  une 
surface  quelconque,  que  nous  supposerons  rapportée  à  un  système  de  coor- 
données isothermes.  Soient 

(i)  ds'-—'k{da--^dP>'-) 

l'expression  de  l'élémenl  linéaire,  U  la  fonction  des  forces  exprimée  en  fonc- 
tion de  a  et  de  (3.  L'équation  des  forces  vives  sera 

(2)  >.(a'^-H|3'2)=:2U-f-2A, 

a'  et  (3'  désignant  les  dérivées  de  a  et  p  par  rapport  au  temps. 

Les  équations  différentielles  du  mouvement,  obtenues  par  la  méthode  de 

Lagrange,  seront 

I   d  ,^   ,.       d\  a'2-H(3'-       d{} 

-y-Cklx')=—- f—    -h     -r-, 

\  dt  00!.         2  doc 


(3) 


Si  l'on  y  remplace  a'--H(3'^  par  sa  valeur  déduite  de  l'équation  des  forces 
vives,  elles  prennent  la  forme 


(4) 
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Supposons,  comme  il  arrive  dans  tous  les  cas  où  l'on  sait  intégrer,  que  le 
produit 

>v(U+/i) 

soit  de  la  forme 

(5)  MU  +  A)  =  F(a)-F,(P). 

Les  équations  (4)  pourront  s'écrire  comme  il  suit  : 

(6) 

(x^^ap')=-F;(P). 

Si  l'on  multiplie  la  première  équation  par  a'  et  la  seconde  par  p',  les  deux 
membres  deviennent  des  dilférentielles  exactes  dans  les  deux  équations,  el 
l'on  trouve,  en  intégrant, 

(7)  ' 

(^=C-F,(P), 

C  étant  une  constante  qui  doit  être  la  même  dans  les  deux  cas,  en  vertu  de 
l'équation  des  forces  vives.  On  déduit  de  là  les  relations 


(8) 


)  ^F(a)-C~v'C-F,((3)' 

/-   ,  \da.  \d& 

SJI  dt—  —  ^ 


V/F(«)~C       v/G-F,((3) 

qui  font  connaître  à  la  fois  la  trajectoire  et  la  manière  dont   elle  est  par- 
courue. 

Ici,  dans  ce  cas  général,  se  présente  encore  la  difficulté  examinée  par 
M.  Serret.  Les  équations  précédentes  admettent  incontestablement  la  solu- 
tion définie  par  les  deux  équations 

(q)  c?cc  =  0,  F(ot)  =  C,         \P?.  dt  =L 

V/C-F.CP) 

et  il  y  a  lieu  de  se  demander  si  cette  solution  convient  au  problème  de  Méca- 
nique proposé.  La  réponse  la  plus  nette  nous  paraît  être  la  suivante  : 

Pour  connaître  si  une  solution  quelconque  convient  à  un  problème  de  Mé- 
canique, il  suffit  évidemment  de  rechercher  si  cette  solution  vérifie  les  équa- 
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lions  difféi'entielles  du  mouvement,  qui  sont  ici  les  équations  (6).  La  solution 
définie  par  le  système  (g)  satisfait,  sans  aucun  doute  possible,  aux  équa- 
tions (7).  Si  donc  les  systèmes  (6)  et  (7)  étaient  complètement  équivalents, 
on  pourrait  affirmer  que  les  formules  (9)  donneront  une  solution  du  problèine 
proposé. 

Mais  le  système  des  équations  différentielles  du  mouvement  et  le  système 
des  intégrales  premières  (7)  ne  sont  pas  absolument  équivalents.  Pour  ob- 
tenir les  intégrales  (7),  il  a  fallu  multiplier  les  équations  (6)  respectivement 
par  a!  et  par  |3'.  On  a  donc  pu  introduire  des  solutions  étrangères  vérifiant 
l'une  des  équations 

a'=:  G,  P':=  G. 

Toute  solution  de  la  première  équation  (7)  pour  laquelle  y.  n'est  pas  une 
constante  satisfera  certainement  à  la  première  équation  (6),  qui  s'en  déduit 
en  différentiant  et  en  supprimant  le  facteur  da;  mais  la  solution  de  cette 
équation  (7)  pour  laquelle  a  est  une  constante,  déterminée  nécessairement 

par  la  condition 

F(a)  =  C, 

est  précisément  la  seule  pour  laquelle  on  ne  puisse  rien  affirmer. 

Et,  en  effet,  si  l'on  suppose  a  constant  dans  la  première  équation  (6),  on 
trouve  l'équation  de  condition 

qui  n'est  pas,  en  général,  compatible  avec  la  seconde  des  équations  (9). 
Ainsi,  il  ne  pourra  y  avoir  de  solution  du  problème  de  Mécanique  proposé 
correspondante  à  une  valeur  constante  de  a,  que  si  cette  valeur  satisfait  à 

l'équation 

F'(«)  =  o. 

La  valeur  correspondante  de  la  constante  C  sera  alors  F(a). 
Supposons  que  l'on  ait,  en  même  temps, 

^  =  /(«)-/i(P), 
XU  =  Q(a)-9,((3). 
Alors  on  pourra  prendre 

F  (a)  =  o  {a)  +  hf  (a), 
F,(P)  =  cp,((3)  +  A/,(P). 

Il  y  aura  donc  toujours  une  valeur  de  h  telle  que  l'équation 

F'(a)  =  cp'(a)  -^hf'ia)  =0 
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admette  pour  racine  telle  valeur  de  a  que  l'on  voudra  [en  exceptani,  bien  en- 
tendu, les  racines  de/'(a)].  Il  y  aura  donc  une  solution  du  problème  proposé 
dans  laquelle  la  trajectoire  sera  l'une  quelconque  des  courbes  coordonnées 
[à  l'exception  de  celles  dont  le  paramètre  annule  soit  /'(a),  soit  /i'((3)]. 

En  appliquant  ces  propositions  générales  au  problème  de  Lagrange,  on  re- 
connaîtra que  toutes  nos  hypothèses  sont  vérifiées.  Il  suftira  de  rapporter  le 
plan  au  système  isotherme  formé  des  ellipses  et  des  hyperboles  dont  les 
foyers  sont  les  deux  points  qui  allirent  en  raison  inverse  du  carré  de  la  dis- 
tance. Si  /•  et  /■'  désignent  les  distances  d'un  point  à  ces  deux  foyers,  on 

posera 

r  -+-  r'^  2  p.,         /■  —  /■'=  2v. 


La  force  vive  aura  pour  expression 

(F— v^) 

/      f.'^                 .--     ^ 

\lJi'' —  6-           C- —  V'-^ 

La  fonclion  des  forces  est  ici 

fx  H- V 

11  faut,  pour  appliquer  les  formules  générales,  prendre 


da  =^ 


d[J-  ,a_       d^ 


/(«)  =  f^%  /.((3)  =  v^ 

9(cc)=(A-i-C)|JL+Bp.S        9,((3)  =  (A  — C)v-i-Bv'. 

Par  suite,  les  ellipses  et  les  hyperboles  homofocales  pourront  être  des  trajec- 
toires du  mobile,  à  l'exception  de  celles  qui  satisfont  à  l'une  des  équations 

p.  =  0,  V  =  o, 

obtenues  en  différentiant  f{a)  et  /i((3). 

La  première  de  ces  équations  ne  peut  avoir  lieu,  [i.  étant  supérieur  à  c.  La 
seconde  nous  donne  celle  des  hyperboles  qui  se  réduit  à  l'axe  non  focal.  Il 
est  clair,  en  effet,  que  cet  axe  ne  peut  pas  être  décrit  par  le  point  matériel 
lorsque  les  attractions  qui  émanent  des  deux  foyers  sont  inégales. 
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NOTE  IV. 

5m/'  un  théorème  de  Mécanique;  par  M.  Ossian  Bonnet. 


Lagrange  a  montré,  à  la  page  no  de  ce  Volume,  que  la  même  section 
conique  qui  peut  être  décrite  en  vertu  d'une  force  tendante  à  l'un  des  foyers  en 
-raison  inverse  du  carré  de  la  distance,  ou  tendante  au  centre  en  raison  directe 
de  la  distance,  peut  l'être  encore,  sous  certaines  conditions,  en  vertu  de  trois 
forces  pareilles  tendantes  aux  deux  foyers  et  au  centre;  ce  qui,  dit-il,  est  très 
remarquable. 

Legendre  a  été  conduit  plus  tard  à  une  conséquence  analogue,  mais  plus 
explicite,  dans  le  Traité  des  fonctions  elliptiques;  on  lit,  en  effet,  à  la  page  426 
du  Tome  1°''  de  cet  Ouvrage  : 

«  Soit  A  le  sommet  d'une  ellipse  dont  F  et  G  sont  les  deux  foyers  ;  soit  V  la 
vitesse  en  A  nécessaire  pour  que  cette  ellipse  soit  décrite  en  vertu  de  la  force 
A  appliquée  au  foyer  F;  soit  pareillement  V"  la  vitesse  en  A  nécessaire  pour 
que  l'ellipse  soit  décrite  en  vertu  de  la  force  B  appliquée  à  l'autre  foyer  G;  si 
ces  deux  forces  agissent  à  la  fois  sur  le  mobile  et  que  la  vitesse  initiale  Vsoit 
telle  que  V-=:  V'^-i-  V"%  il  décrira  encore  la  même  courbe.  » 

Ces  résultats  ne  sont  que  des  corollaires  d'un  théorème  général  que  l'on 
peut  énoncer  comme  il  suit  : 

THÉoitÈJiE.  —  Si  plusieurs  masses  m,  ni',  ni",  .  .  .,  respectivement  soumises  à 
l'action  des  forces  F,  F',  F",  .  .  .,  et  partant  toutes  d'un  point  A  avec  des  vi- 
tesses l'o,  ('„,  c'J,,  . .  .  de  grandeur  différente  mais  de  même  direction,  décri- 
vent la  /né me  courbe  ACB,  la  masse  quelconque  M,  soumise  à  l'action  de  la 
résultante  des  forces  F,  F',  F",  . . .,  et  partant  du  point  A  avec  une  vitesse  Vo 
ayant  la  même  direction  que  les  vitesses  c,,,  (''„,  c'a,  ...,  décrira  encore  la 
courbe  ACB,  pourvu  que  les  forces  F,  F',  F",  .  .  .  soient  indépendantes  du 
temps  et  que  la  force  vive  initiale  MV5  de  la  masse  M  soit  égale  à  la  somme 


des  forces  vives  initiales  des  masses  m,  m' ,  m" ,  .... 
Démonstration.  —  Afin  d'abréger  le  discours,  appelons  mouvements  par- 
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tiels  ceux  qui  sont  produits  par  les  forces  F,  F',  F",  . .  .  agissant  séparémeni, 
et  mouvement  composé  celui  qui  produit  la  résultante  de  ces  forces. 

Si  le  mobile  M  ne  décrit  pas  la  courbe  ACB  dans  le  mouvement  composé, 
on  pourra  lui  faire  décrire  cette  courbe  en  adjoignant  à  la  résultante  des 
forces  F,  F',  F",  . . .  une  force  normale  convenablement  choisie,  et  l'on  aura 
alors  les  équations  connues 

M  ^  =  X  +  X'+  X"+ . . .  +  N  cos  a  =  y  X  +  N  cos  a, 
al-  ^ 

M  ^  =  Y  -I-  Y'  -(-  Y"  + . . .  +  N  cos  (3  =  T]  Y  +  N  cos  (3, 

M^=:Z  +  Z'+Z"  +  ...  +  Ncos7=y  Z  +Ncos7, 

jc.  Y,  i  représentant  les  coordonnées  du  mobile  au  bout  du  temps  t,  (X,  Y, Z), 
(X',  Y',  Z'),  (X,  Y",  Z"),  ...  les  composantes  respectives  prises  parallèlement 
aux  axes  des  forces  F,  F',  F",  . . .,  N  l'intensité  de  la  force  normale,  et  a,  [3,  y 
les  angles  que  la  direction  de  cette  force  fait  avec  les  parties  positives  des 
axes  des  coordonnées. 

Multipliant  la  première  équation  par  idx,  la  deuxième  par  idy,  la  troi- 
sième par  2  dz,  et  ajoutant,  il  viendra 


d  MV2=  2  rfr  2]  X  4-  2  .•//  2]  Y  +  2  f/j  _^  Z, 

V  étant  la  vitesse  du  mobile  au  point  x,  y,  z;  mais,  remarquons  que  c,  r', 
i'",  . . .  étant  les  vitesses  des  masses  m,  m',  m",  . . .  lorsqu'elles  passent  par 
le  même  point  dans  les  mouvements  partiels,  on  a 

dnw-  =:2(X  c?x -t- Y  dy+7^  dz), 
dm' v'-  =  2(X'û?^  -1-  Y'  rfj  -H  Z'  dz), 
d  m!'  i'"2  =  2  (  X"  rf^  +  Y"  dy  +  Z"  dz  ) , 


On  a  donc  aussi 

(^MV^=:  dinv''--\-  dm'  v'-  -\-  d  m"  i'"^-i- .  ■  •=  T]  d  mç-^  d  V  mv"; 


d'où,  intégrant. 


MV^=C^ymV' 
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ou  siinplemenl 

en  remarquant  que,  d'après  l'hypothèse,  celle  égalité  a  lieu  au  point  de  dé- 
part. 

(]ela  nous  montre  déjà  que,  pour  toutes  les  positions  comme  pour  la  posi- 
tion initiale,  la  force  vive  de  la  masse  M,  dans  le  mouvement  que  nous  consi- 
dérons, est  égale  à  la  somme  des  forces  vives  des  masses  m,  m',  m",  . . .  dans 
les  mouvements  partiels. 

Il  est  maintenant  hien  facile  de  prouver  que  la  force  N  est  nulle  et,  par 
conséquent,  que  le  mobile  M  parcourt  la  courbe  ACB  dans  le  mouvement  com- 
posé. En  effet,  cette  force  est  égale  el  contraire  à  la  résultante  de  la  force 
centrifuge  et  des  composantes  normales  des  forces  F,  F',  F",  . . .;  or  la  force 
centrifuge  dirigée  en  sens  inverse  du  rayon  de  courbure  de  la  courbe  est,  en 
appelant  p  ce  rayon  de  courbure, 

P 

ou,  d'après  ce  que  nous  avons  démontré, 

i?n'-        m' v'-        m"  v"^- 
?  P  P 

d'ailleurs  les  composantes  normales  des  forces  F,  F',  F",  . . .  sont  respeclive- 

,    mv-     m' v'-     tu"  v"'-  .  , 

ment  égales  et  contran-es  a  >  1  )  •••;  puisque  les  masses  m, 

p  p  p 

m' ,  m",  ...  décrivent  la  courbe  ACB  dans  les  mouvements  partiels;  il  y  a  donc 
équilibre  entre  la  force  centrifuge  et  les  composantes  normales  des  forces  ex- 
térieures; par  conséquent,  la  force  N  est  nulle. 

Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  le  point  complètement  libre;  s'il 
était  assujetti  à  rester  sur  une  surface,  le  théorème  serait  encore  vrai,  car  ce 
dernier  cas  se  ramène  à  celui  d'un  point  libre  par  l'introduction  d'une  force 
normale  à  la  surface. 
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NOTE  V. 

Sur  la  plus  courte  dislance  entre  deux  points  d'une  surface. 


Lorsqu'un  point  matériel  se  meut  sur  une  surface  fixe,  et  que,  soumis  à 
la  seule  influence  d'une  vitesse  initiale,  il  n'est  sollicité  par  aucune  force, 
Lagrange  démontre  (p.  i8/)  que  la  vitesse  est  constante  et  la  ligne  qu'il 
décrit  la  plus  courte  que  l'on  puisse  mener  entre  deux  de  ses  points.  Pour 
prouver  celte  proposition,  l'illustre  auteur  se  boriie  à  montrer  que  la  variation 
de  l'arc  j ds  est  nulle  et  que,  par  conséquent,  il  y  a  maximum  ou  minimum; 
or,  dit-il,  il  ne  peut  y  avoir  maximum,  donc  il  y  a  minimum.  Cette  manière 
de  raisonner  n'est  pas  admissible;  on  sait,  en  effet,  qu'une  intégrale  dont  la 
variation  est  nulle  peut  fort  bien  n'être  ni  maximum  ni  minimum;  dans  le 
cas  particulier  dont  il  s'agil,  l'assertion  de  Lagrange  est  cependant  exacte, 
comme  on  peut  le  démontrer  en  quelques  mots. 

L'équation  différentielle  qui  exprime  que  la  variation  de  l'intégrale  \  ch 
est  nulle  prouve,  comme  on  sait,  que  le  plan  osculaleur  de  la  courbe  est,  en 
chaque  poini,  normal  à  la  surface.  Or,  en  supposant  les  deux  extrémités  de 
l'arc  considéré  infiniment  voisines  l'une  de  l'autre,  parmi  tous  les  arcs  qui 
peuvent  les  réunir  sur  la  surface,  le  plus  petit,  celui  qui  différera  le  moins 
de  la  corde,  sera  évidemment  l'arc  dont  la  courbure  est  la  plus  petite,  c'est- 
à-dire  dont  le  rayon  de  courbure  est  le  plus  grand.  Or  les  arcs  qui  réunissent 
deux  points  infiniment  voisins  d'une  surface  peuvent  être  considérés  comme 
ayant  même  tangente,  et,  par  conséquent,  d'après  un  théorème  bien  connu 
de  Meusnier,  celui  dont  le  plan  osculateur  est  normal  à  la  surface  a  le  rayon 
de  courbure  maximum  et  est,  par  conséquent,  le  plus  court. 

La  proposition  énoncée  par  Lagrange  est  exacte,  comme  on  vient  de  le 
voir,  pour  un  arc  infiniment  petit  quelconque;  mais  elle  cesserait  de  l'être  si 
l'on  considérait  un  arc  d'une  grandeur  finie.  Il  existe  sur  ce  sujet  un  théo- 
rème curieux,  énoncé  sans  démonstration  par  Jacobi,  qui  donne  un  moyen 
général  de  déterminer,  pour  chaque  ligne  tracée  sur  une  surface  et  satisfai- 
sant aux  conditions  de  minimum,  les  limites  entre  lesquelles  elle  est  réelle- 
ment la  plus  courte. 

Soit  AMM'  une  telle  ligne  :  avançons-nous  sur  cette  ligne  à  partir  du 
point  A,  considéré  comme  limite  fixe,   en  m,archant  vers  les  points  suivants 
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de  la  courbe.  Si  Von  prend  l'un  de  ces  points  comme  seconde  limite,  il  pourra 
arriver  qu'entre  ce  point  et  le  premier  il  passe  une  autre  courbe  pour  laquelle 
la  condition  analytique  du  minimum  soit  également  remplie;  eh  bien,  la  ligne 
considérée  cessera  d'être  minimum  entre  le  point  A  et  la  seconde  extrémité 
considérée,  en  un  point  pour  lequel  cette  seconde  ligne  se  confond  avec  la  pre- 
mière. 

Ce  théorème  n'a  pas  été  démontré  par  les  géomètres  qui  ont  commenté  la 
célèbre  Lettre  dans  laquelle  il  est  énoncé  (').  Nous  croyons  faire  une  chose 
utile  en  indiquant  rapidement  comment  il  résulte  de  l'Analyse  de  Jacobi. 

L'intégrale  considérée  étant,  en  général, 

la  variation  peut  prendre  la  forme 

/  Nnydx, 

V  étant  la  fonction  qui,  égalée  à  zéro,  fournit  l'équation  que  l'on  doit  inté- 
grer pour  résoudre  le  problème. 

Pour  qu'il  y  ait  minimum,  il  faut  que  la  fonction  -^77  reste  constamment 

dj- 

positive  entre  les  limites  de  l'intégration.  Or  cette  condition  ne  peut  man- 
quer d'être  remplie,  quelles  que  soient  ces  limites,  puisque  nous  avons  vu 
qu'il  y  a  toujours  minimum  entre  deux  limites  quelconques  qui  sont  suffi 
samment  rapprochées.  11  faut  en  outre,  d'après  l'Analyse  de  Jacobi,  qu'en 
désignant  par/  l'expression  déduite  de  l'équation 


et  qui  renferme  deux  constantes  arbitraires  a  et  b,  on  puisse  déterminer  deux 
constantes  «  et  j3  telles  qu'en  posant 

dv       „  dv 

l'expression 

dy  I    d\f  du 


dy  dy'       u  dy'-  dx 

ne  devienne  pas  infinie  entre  les  limites  de  l'intégration,  ou,  ce  qui  revient 
au  même  en  général,  de  telle  sorte  que  u  puisse  ne  pas  devenir  nul  entre 

(')  Journal  de  Crelle,  t.  XVII;  et  Journal  de  Liouvlllc,  i"  série,  t.  III. 
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les  mêmes  limites.  Il  est  clair,  d'après  cela,  que,  pour  chaque  valeur  de  -> 
s'il  arrive  que  l'expression  u  s'annule  en  deux  points  de  la  ligne  minimum 
lournie  par  le  calcul  des  variations,  entre  ces  deux  points  extrêmes,  on  pourra 
affirmer  que  l'intégrale  est  un  minimum.  Or  je  dis  qu'ils  jouiront  précisément 
de  la  propriété  signalée  par  Jacobi,  c'est-à-dire  que  l'on  pourra  mener  de  l'un 
à  l'autre  deux  lignes  infiniment  voisines  présentant  également  la  propriété 
de  minimum.  Remarquons,  en  effet,  que  l'expression 

oa  db 

est  l'intégrale  générale  de  l'équation  linéaire 

0  V  =  G, 

dans  laquelle  on  considère  ôy  comme  inconnue  {voir  le  Mémoire  de  Jacobi). 
Si  donc  on  attribue  à  j  la  valeur 

y  +  "> 

a  et  (3  étant  choisis,  ce  qui  est  permis,  de  telle  manière  que  u  soit  infiniment 
petit,  l'expression  V  s'annulera,  puisque  la  valeur  de  y  s'annule  par  hypo- 
thèse, et  que  l'accroissement  infiniment  petit  u  rend  sa  variation  égale  à 
zéro. 

On  aura  donc  deux  lignes  infiniment  voisines  réunissant  les  deux  mômes 
points,  et  pour  lesquelles  la  condition 

Vzrzo 

sei'a  remplie,  c'est-à-dire  qui  satisferont  également  aux  conditions  de  mi- 
nimum. 

Remarquons,  avant  de  terminer  cette  Note,  que  le  Mémoire  de  Jacobi  con- 
tient l'énoncé  d'un  autre  théorème  bien  remarquable  : 

Si  les  deux  cou/ bures  d'une  surface  sont  opposées  en  chaque  point,  la  ligne 
qui  satisfait  aux  conditions  ajialytiques  du  minimum  est  toujours  réellement 
la  plus  courte. 

Nous  nous  bornerons  à  rappeler  cet  énoncé  aux  géomètres;  la  discussion 

plus  détaillée  du  problème  de  Géométrie  qui  fait  l'objet  de  cette  Note  ne 

serait  pas  ici  à  sa  place. 

(  ISole  de  M.  J.  Bertrand.) 
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NOTE  VI. 

Note  sur  une  formule  de  Lagrange  relative  au  mouvement  pendulaire 
par  M.  A.  Bravais. 


Mon  édilion  de  la  Mécanique  analytique  {Paris,  i8[5)  renfermant  plusieurs 
fautes  typographiques,  je  vais  reprendre  les  calculs  de  Lagrange  à  la  page  197 
du  Tome  II  (')• 

Lagrange  veut  calculer  l'angle  de  rotation  9  du  pendule  autour  de  la  verti- 
cale, et  il  écrit  que,  a  et  (3  étant  les  amplitudes  maximum  et  minimum, 
<li  l'amplitude  variable  avec  le  temps,  et  a-  un  angle  auxiliaire  donné  par  la 

formule 

cosii;  ••=  ces  a  sin-o-  +  cosjî  cos'cr, 

on  aura 

y/ax  sina  sin(3  r/tj  \/2x.  sin  a  sin(3  dcr 

''^^  v/cos  ot -Tcosf   (i  +  cosa>)2        y/cosa  +  cos(3    (I  — cos|):i 

On  a  d'ailleurs 

cosa  +  cos(3 


4  cos  oc  cos  (3  -t-  cos-  a  4-  cos-  (3 


i  =  ^i  +  x(cosp  —  cosa)  cos 2 (7. 

Il  s'agit  d'intégrer  de  ct  =0  à  o-=  ->  ou,  ce  qui  revient  au  môme,  de  <li  —  ex: 

à  di  =  [3,  en  tenant  compte  des  termes  du  second  ordre  a,  (3,  et  négiigeani 
ceux  du  quatrième  ordre.  Le  calcul  du  premier  des  deux  termes  qui  com- 
posent la  valeur  de  da  n'offre  aucune  difficulté;  on  peut  poser 


-/t=:{,        — ^i,         i-HC0Si|^  =  2,        v/cosoc  +  cos[3  =  2,         sin  a  sin  ,3  =  a(3; 
on  trouve  alors,  pour  ce  premier  terme, 

et,  intégrant, 

71  a|3 

Le  calcul  du  second  terme  est  plus  compliqué,  parce  que  le  dénominateur 
lenferme  le  facteur  i  —  cosa,  qui  est  lui-môme  du  second  ordre. 

(1)  Page  i88  de  ce  Volume.  G-  D, 
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Faites,  avec  Lagrange, 


cos-(3  • —  cos-ût  . 

a -+- 4cosa  cosp  H- cos-a  +  cos^P  '' 

cosS  — cosa 

'^  =Sin2v; 


2  —  cosjS  —  cos 
vous  aurez 


cosij'        (2  —  cosa  —  cosP)  cos-v(i  -+-  lang'-v  —  2  laiigv  cos2a) 

■(A" H-  B"  cos2(7-(-  C"cos4ct), 


(j  —  cosii)^       (2  —  cosa  —  cosp)  cos-v  cosy 

ou  plus  simplement,  en  supprimant  les  termes  en  cosao-,  cos4o',  Iescj.uels 
doivent  disparaître  par  l'intégration, 

I  2A" 


(i  —  cosi];)2       (2  —  cosa  —  cosP)  cos^v  cosy 
2(A +B  tangv  4- C  tang-v 


(2  —  cosa  —  cosP)  cos-v  cosy  (i  —  lang-v) 
Dans  cette  formule,  on  a  d'ailleurs 

A  =  n-|  tang-y. . ., 
B  =—  tangy  — . . ., 
C  =1  tang^y +  . . ., 

ce  qui  change  le  terme  à  calculer  en 

2^2  sinasinp6?ff(i  +  |-lang-y  —  langy  tangy  +  4  tang-y  tang^v  +  . .  .) 
v/2  +  4  cosa  cosp  +  cos-ot  +  cos^p(2  —  cosa  —  cosP)  cosy  cos^v{i  —  tang-v) 

En  intégrant  de  cr  =  o  à  cr  =  -  >  ce  terme  devient 

"  2 

sinasinp  7rv'2  11 


2  — cosa  — cos  p  y/a  H-  4  cos  a  cos  p  +  cos^  a  +  cos^  p  cosy  cosav 

X  (i  -H  î  tang^y  —  tangy  tangv  -+-  f  tang-y  lang^v. . .). 

Si  l'on  néglige  les  quantités  du  quatrième  ordre  en  a,  p  ('),   le  premier 


(')  La  méthode  suivie  par  Bravais  est  loin  d'être  la  plus  simple,  et  elle  laisse  supposer 
que  l'expression  à  calculer  n'est  pas  développable  suivant  les  puissances  entières  de  a  et 
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fadeur  aura  pour  valeur 

2o:(3      ["  o£*H- P*  H- 4  a- 13-' 


ct^  +  |3-  |_  i2(a-+  |3-) 

le  deuxième  facteur  sera 

le  troisième  facteur  sera 

cosy         ' 
le  quatrième  facteur  sera  égal  à 

3«P       L'  24{a^^P^)J' 

le  cinquième  facteur  sera  égal  à 

lav  _  (a  —  P)2 


i6      V    r 


12V  1 6 

Le  produit  total  sera  donc 


...  71    «S 

et,  en  lui  ajoutant ~,  on  trouvera 

2     4 


«»: 


TT  /         3a[3^ 


do  p.  Il  vaut  mieux  employer  la  formule 
sina  sinp 


(  ■>.  —  cos  a  —  cos  p  )  cos  y-  • 


=  cos  -  cos  - 


qui  se  déduit  facilement  de  la  valeur  de  sinav  et  qui  permet  de  ramener  l'expression  à  la 
forme 

/-        «        P 

•n:  V  2  COS-  COS  - 

-  (  I  —  tana;  y  t.ang  v  + . .  .  ) . 

va -h  4  COS  a  COS  P  +  COS  a  +  cos  p 

On  trouve  ainsi 

^     ■+  "Y  («"  -•-  P-  )    (  1  —  tangv  tangv), 

ce  qui  conduit  au  résultat  de  Bravais.  G.  D. 

XII.  46 
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<t»  étant  la  différence  des  valeurs  de  la  variable  cp  entre  les  limites  ij^  =  «  et 

Lagrange  a  trouvé 

2    ce-  -h  P-  ' 

son  erreur  provient  de  ce  que,  dans  le  second  terme  de  f/œ,  il  a  écril,  par 
mégarde,  au  dénominateur,  n- tang-v  au  lieu  de  i  — tang-v,   erreur  qui  a 

fait  disparaître  le  facteur  j  et  par  cette  suppression  le  facteur  -r — Sr^i 

C0S3V  "^  ''  a-H-p- 

^  ,  sina  sinS  ,  ,  .  ,    .     ,        ,        ,         ,     , 

provenant  de — ^,  s  est  trouve  introduit  dans  la  valeur  de  <I>. 

2  —  cos  OC  —  cosp 

On  peut  s'étonner  que  Lagrange  n'ait  pas  reconnu  une  telle  erreur;  car  la 

formule 

TtaS 


donne  pour  l'orbite  du  mobile,  comme  Lagrange  en  fait  lui-même  la  remarque, 
une  courbe  festonnée,  dans  laquelle  le  rapport  de  l'amplitude  angulaire  2$ 
des  festons  à  la  demi-circonférence  peut  varier  d'une  manière  quelconque 
entre  o  et  i  :  or  il  suffit  de  jeter  les  yeux  sur  un  pendule  oscillant  elliptique- 
ment, et,  par  exemple,  sur  un  fil  à  plomb  ordinaire,  pour  reconnaître  que  ce 
résultat  est  complètement  contredit  par  l'observation.  Tant  il  est  vrai  que 
l'erreur  est  tellement  humaine,  qu'elle  peut  se  glisser  sous  la  plume  du  plus 
illustre  géomètre  (')l 


NOTE  YII. 

Sur  la  propagation  des  ondes. 


Lagrange  admet,  page  822,  que  les  résultats  auxquels  il  a  été  conduit  dans 
le  cas  d'un  canal  peu  profond  peuvent  s'appliquer  au  mouvement  d'une 
masse  liquide  de  profondeur  quelconque,  parce  que,  dit-il,  on  peut  admettre 

(1)  Foir,  pour  plus  de  développements  sur  la  théorie  du  pendule  conique,  un  Mémoire 
de  M.  Richelot  (Journal  de  M.  Crelle,  t.  XLV),  et  une  Thèse  très  intéressante  présentée 
par  M.  Tissot  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris  et  insérée  au  tome  XVI  du  Journal  de 
M.  Liouvllle.  (J.  Bertrand.) 


NOTES.  363 

que  l'eau  n'est  ébranlée  et  remuée  qu'à  une  profondeur  très  petite  :  supposi- 
tion plausible,  ajoute-t-il,  et  que  l'expérience  semble  confirmer.  Il  ne  semble 
pas  qu'il  y  ait  lieu  d'accepter  cette  extension  des  formules,  et  les  expé- 
riences, bien  difficiles  à  faire  en  pareille  matière,  seraient  .d'ailleurs  fort  peu 
concluantes,  car,  la  masse  liquide  augmentant  indéfiniment  avec  la  profon- 
deur du  milieu,  le  mouvement  de  chaque  particule  pourrait  devenir  insen- 
sible aux  épreuves  les  plus  délicates,  sans  que  l'on  soit  en  droit  d'affirmer 
qu'il  n'y  a  pas  une  masse  considérable  de  force  vive  transmise  et  perdue. 

Poisson,  qui  s'est  occupé  à  plusieurs  reprises  de  la  question  des  ondes,  a 
traité  le  point  dont  il  s'agit,  et  la  critique  qu'il  fait  du  passage  de  Lagrange 
me  paraît  fondée  et  ingénieuse.  Je  crois  utile  de  la  reproduire  ici  : 

«  Lagrange  traite,  dans  la  Mécanique  analytique,  le  cas  où  la  profondeur 
du  fluide  est  supposée  très  petite  et  constante.  Il  démontre  qu'alors  la  pro- 
pagation des  ondes  a  lieu  suivant  les  mêmes  lois  que  celles  du  son,  en  sorte 
que  leur  vitesse  est  constante  et  indépendante  de  l'ébranlement  primitif;  et, 
de  plus,  il  la  trouve  proportionnelle  à  la  racine  carrée  de  la  profondeur  du 
fluitie,  lorsqu'il  est  contenu  dans  un  canal  qui  a  la  même  largeur  dans  toute 
son  étendue.  Il  suppose  ensuite  que  le  mouvement  excité  à  la  surface  d'un 
(luide  incompressible  d'une  profondeur  quelconque  ne  se  transmet  qu'à  de 
très  petites  distances  au-dessous  de  cette  surface,  d'oîi  il  conclut  que  son 
analyse  donne  encore  la  solution  du  problème,  quelque  grande  que  soit  la 
profondeur  du  liquide  que  l'on  considère;  de  manière  que,  si  l'observation  fai- 
sait connaître  la  distance  à  laquelle  le  mouvement  est  insensible,  la  vitesse 
de  propagation  des  ondes  à  la  surface  serait  proportionnelle  à  la  racine 
carrée  de  cette  dislance;  et,  réciproquement,  si  cette  vitesse  est  mesurée 
directement,  on  en  pourra  déduire  la  petite  profondeur  à  laquelle  le  mou- 
vement parvient.  Mais  qu'il  nous  soit  permis  d'exposer  ici  quelques  observa- 
tions fort  simples  qui  prouvent  que  cette  extension  donnée  à  la  solution  de 
Lagrange  ne  peut  pas  être  légitime  et  que  les  cboses  ne  se  passent  pas  ainsi, 
lorsqu'on  a  égard  au  mouvement  dans  le  sens  vertical. 

»  En  elïet,  le  mouvement  dans  ce  sens  n'est  pas  brusquement  interrompu; 
les  vitesses  et  les  oscillations  des  molécules  diminuent  à  mesure  que  l'on 
s'enfonce  au-dessous  de  la  surface,  et  la  distance  à  laquelle  on  peut  les 
regarder  comme  insensibles,  en  admettant  même  pour  un  moment  qu'elle 
soit  très  petite,  n'est  pas  une  quantité  déterminée  qui  puisse  entrer,  comme 
on  le  suppose,  dans  l'expression  de  la  vitesse  à  la  surface.  Pour  fixer  les 
idées,  supposons  la  profondeur  et  les  autres  dimensions  du  fluide  infinies  ou 
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assez  grandes  pour  qu'elles  ne  puissent  avoir  aucune  influence  sur  la  loi  du 
mouvement;  supposons  aussi  que  la  masse  entière  n'a  reçu,  primitivement, 
aucune  vitesse,  et  que  l'ébranlement  a  été  produit  de  la  manière  suivante, 
qui  est  la  plus  facile  à  se  représenter:  on  plonge  dans  l'eau,  en  l'enfonçant 
très  peu,  un  corps  solide  d'une  forme  connue;  on  donne  au  fluide  le  temps 
de  revenir  au  repos,  puis  on  retire  subitement  le  corps  plongé.  11  se  produit, 
autour  de  l'endroit  qu'il  occupait,  des  ondes  dont  il  s'agit  de  déterminer  la 
propagation.  Or  il  est  évident  que,  la  profondeur  du  liquide  ayant  disparu, 
les  seules  lignes  qui  soient  comprises  parmi  les  données  de  la  question  sont 
les  dimensions  du  corps  plongé  et  l'espace  que  parcourt  un  corps  pesant  dans 
un  temps  déterminé;  par  conséquent,  l'espace  parcouru  par  chaque  onde  à  la 
surface  de  l'eau  ne  peut  être  qu'une  fonction  de  ces  deux  sortes  de  lignes.  Si 
donc  la  vitesse  des  ondes  est  indépendante  de  l'ébranlement  primitif,  c'est- 
à-dire  de  la  forme  et  des  dimensions  du  corps  plongé,  il  faudra,  d'après  le 
principe  de  l'homogénéité  des  quantités,  que  l'espace  qu'elles  parcourent 
dans  un  temps  quelconque  soit  égal  à  l'espace  parcouru  pendant  le  même 
temps  par  un  corps  pesant,  multiplié  par  une  quantité  abstraite  indépen- 
dante de  toute  unité  de  ligne  ou  de  temps;  donc  alors  le  mouvement  des 
ondes  sera  semblable  à  celui  des  corps  graves,  avec  une  accélération  qui 
sera  un  certain  multiple  ou  une  certaine  fraction  de  l'accélération  de  la 
pesanteur;  si,  au  contraire,  le  mouvement  des  ondes  est  uniforme,  il  faut, 
d'après  le  même  principe  d'homogénéité,  que  leur  vitesse  dépende  de  l'ébran- 
lement primitif,  de  manière  que  l'espace  parcouru  dans  un  temps  donné  soit 
une  moyenne  proportionnelle  entre  deux  lignes,  savoir  :  la  ligne  décrite  dans 
le  même  temps  par  un  corps  grave,  et  l'une  des  dimensions  ou,  plus  généra- 
lement, une  fonction  linéaire  des  dimensions  du  corps  plongé.  Il  pourrait 
encore  arriver  que  le  mouvement  des  ondes  fût  accéléré,  et  que  l'accéléra- 
tion dépendît  du  rapport  numérique  qui  existe  entre  ces  dimensions  :  c'est 
au  calcul  à  décider  lequel  de  ces  mouvements  doit  avoir  effectivement  lieu; 
mais  on  voit,  a  priori,  qu'ils  sont  également  contraires  aux  résultats  de  la 
Mécanique  analytique.  » 

Nous  renverrons,  pour  la  solution  du  problème,  au  Mémoire  même  de  Pois- 
son [Mémoires  de  l'Institut  (Académie  des  Sciences),  tome  II];  on  y  trouve 
des  résultats  tout  opposés  à  ceux  qu'avait  admis  Lagrange,  et  notamment  la 
preuve  qu'il  existe  des  ondes  dont  le  mouvement  est  uniformément  accé- 
léré. 

(Note  de  M.  J.  Bertrand.) 


NOTES.  365 


NOTE  VIIL 

Sur  un  théorème  de  M.   Gauss. 


M.  Gauss  a  fait  connaître,  dans  le  Tome  IV  du  Journal  de  M.  Crelle,  un  beau 
théorème  qui  comprend  à  la  fois  les  lois  générales  de  l'équilibre  et  du  mou- 
vement, et  semble  l'expression  la  plus  générale  et  la  plus  élégante  qu'on  soit 
parvenu  à  leur  donner;  les  lecteurs  français  nous  sauront  gré  de  reproduire 
ici  la  traduction  des  quelques  pages  consacrées  par  l'illustre  géomètre  à  l'ex- 
position du  nouveau  principe. 

«  Le  principe  des  vitesses  virtuelles  transforme,  comme  on  sait,  tout  pro- 
blème de  Statique  en  une  question  de  Mathématiques  pures,  et,  par  le  prin- 
cipe de  d'Alembert,  la  Dynamique  est,  à  son  tour,  ramenée  à  la  Statique.  Il 
résulte  de  là  qu'aucun  principe  fondamental  de  l'équilibre  et  du  mouvement 
ne  peut  être  essentiellement  distinct  de  ceux  que  nous  venons  de  citer,  et  que 
l'on  pourra  toujours,  quel  qu'il  soit,  le  regarder  comme  leur  conséquence 
plus  ou  moins  immédiate. 

»  On  ne  doit  pas  en  conclure  que  tout  théorème  nouveau  soit  pour  cela  sans 
mérite.  Il  sera,  au  contraire,  toujours  intéressant  et  instructif  d'étudier  les 
lois  de  la  nature  sous  un  nouveau  point  de  vue,  soit  que  l'on  parvienne  ainsi 
à  traiter  plus  simplement  telle  ou  telle  question  particulière,  ou  que  l'on  ob- 
tienne seulement  une  plus  grande  précision  dans  les  énoncés. 

»  Le  grand  géomètre  qui  a  si  brillamment  fait  reposer  la  science  du  mou- 
vement sur  le  principe  des  vitesses  virtuelles  n'a  pas  dédaigné  de  perfec- 
tionner et  de  généraliser  le  principe  de  Maupertuis  relatif  à  la  moindre  action, 
et  l'on  sait  que  ce  principe  est  employé  souvent  par  les  géomètres  d'une  ma- 
nière très  avantageuse  ('). 

(1)  Qu'il  me  soit  permis  de  placer  ici  mon  observation.  Je  no  trouve  pas  satisfaisante 
la  méthode  employée  par  un  autre  grand  géomètre  ('')  pour  déduire  la  loi  des  réfractions 
d'Huygens  du  principe  de  la  moindre  action.  Ce  principe,  en  effet,  suppose  essentiellement 
l'existence  de  celui  des  forces  vives,  en  vertu  duquel  la  vitesse  des  points  en  mouvement 
est  complètement  déterminée  par  leur  position,  et  la  direction  qu'ils  suivent  n'exerce  sur 

|«)  Laplage,  Mémoires  du  l'Institnl,  1S09. 
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»  Le  caractère  propre  du  principe  des  vitesses  virtuelles  consiste  en  ce 
qu'il  est,  pour  ainsi  dire,  la  formule  générale  qui  résout  les  problèmes  de  Sta- 
tique, et  qu'il  peut,  par  suite,  tenir  lieu  de  tout  autre  principe,  mais  il  n'a  pas 
ce  cachet  d'évidence  absolue  qui  entraîne  la  conviction  sitôt  que  l'énoncé  est 
connu. 

»  Sous  ce  rapport,  le  théorème  fondamental  que  je  vais  démontrer  me 
semble  devoir  être  préféré  :  il  présente,  en  outre,  l'avantage  de  comprendre 
à  la  fois  les  lois  générales  de  l'équilibre  et  du  mouvement. 

)i  S'il  est  plus  avantageux  au  perfectionnement  successif  de  la  Science  et 
pour  l'étude  individuelle  de  passer  du  facile  à  ce  qui  semble  plus  difficile  et 
des  lois  les  plus  simples  aux  plus  composées,  d'un  autre  côté  l'esprit,  une  fois 
arrivé  au  point  de  vue  le  plus  élevé,  demande  la  marche  inverse  qui  lui  fait 
paraître  toute  la  Statique  comme  un  cas  particulier  de  la  Dynamique.  Aussi 
le  géomètre  que  nous  avons  cité  semble-t-il  avoir  apprécié  cette  marche  in- 
verse, lorsqu'il  présente  comme  un  avantage  du  principe  de  la  moindre  action 
de  pouvoir  comprendre  à  la  fois  les  lois  du  mouvement  et  celles  de  l'équi- 
libre, si  l'on  veut  le  considérer  comme  principe  de  la  plus  grande  ou  plus 
petite  force  vive.  Mais  cette  remarque  est,  on  doit  l'avouer,  plus  ingénieuse 
que  vraie,  car  le  minimum  a  lieu,  dans  ces  deux  cas,  dans  des  conditions 
toutes  différentes. 

»  Le  nouveau  principe  est  le  suivant  : 

I)  Le  mom'einent  d'un  système  de  points  matériels  liés  entre  eux  d'une  ma- 
nière quelconque  et  soumis  à  des  influences  quelconques  se  fait,  à  chaque  in- 
stant, dans  le  plus  parfait  accord  possible  ai.-ec  le  mouvement  qu'ils  auraient 
s'ils  devenaient  tous  libres,  c'est-à-dire  avec  la  plus  petite  contrainte  possible, 
en  prenant  pour  mesure  de  la  contrainte  subie  pendant  un  instant  infiniment 
petit  la  somme  des  produits  de  la  masse  de  chac[ue  point  par  le  carré  de  la 
quantité  dont  il  s'écarte  de  la  position  qu'il  aurait  prise  s'il  eût  été  libre. 

n  Soient 

m,  m',  m" les  masses  des  points; 

(7,  a',  a"  leurs  positions  respectives; 

b,  b',  b"  les  places  qu'ils  occuperaient  après  un  temps  infiniment  petit  dt  en 


elle  aucune  influence.  Cette  influence  est  cependant  le  point  de  départ  de  l'auteur  dont  nous 
parlons.  Il  me  semble  que  tous  les  efforts  des  géomètres  pour  expliquer  la  double  réfrac- 
lion  clans  l'hypothèse  de  l'émission  resteront  infructueux  tant  qu'ils  regarderont  les  molé- 
cules lumineuses  comme  de  simples  points.  {Note  de  M.  Gauss.) 
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vertu  des  forces  qui  les  sollicitent  et  de  la  vitesse  acquise  au  commence- 
ment de  cet  instant. 

»  L'énoncé  précédent  revient  à  dire  que  les  positions  c,  c',  c",  . . .  qu'ils 
prendront  seront,  parmi  toutes  celles  que  permettent  les  liaisons,  celles  pour 
lesquelles  la  somme 

m.bc   -h  m' .  b' c'   -hni".b"c"  -\- .  . . 

sera  un  minimum. 

»  L'équilibre  est  un  cas  particulier  de  la  loi  générale;  il  aura  lieu  lorsque, 
les  points  étant  sans  vitesse,  la  somme 

in.ab  -\- m' .a' b'  +... 

sera  un  minimum,  ou,  en  d'autres  termes,  lorsque  la  conservation  du  système 
dans  l'état  de  repos  sera  plus  près  du  mouvement  libre  que  chacun  tend  à 
prendre  que  tout  déplacement  possible  qu'on  imaginerait.  La  démonstration 
du  principe  se  fait  facilement  comme  il  suit  : 

»  La  force  qui  sollicite  le  point  ««pendant  l'instant cZ^  est  évidemment  com- 
posée :  1°  d'une  force  qui,  s'adjoignant  à  l'effet  de  la  vitesse  acquise,  mène- 
rait le  point  de  «  en  c;  2°  d'une  force  qui,  prenant  le  point  au  repos  en  c,  le 
ferait,  dans  le  même  temps,  parvenir  de  c  en  b.  Ceci  s'applique  évidemment 
aux  autres  points. 

»  En  vertu  du  principe  de  d'Alembert,  les  points  m,  m' ,  m",  . . .  seraient  en 
équilibre  s'ils  se  trouvaient,  dans  les  positions  c,  c',  c",  . . .  sous  l'inlluence 
des  secondes  forces  ci-dessus  mentionnées  qui  agissent  suivant  cb,  c' b' ,  . . . 
et  sont  proportionnelles  à  ces  petites  lignes.  Il  faut  donc,  d'après  le  principe 
des  vitesses  virtuelles,  que  la  somme  des  moments  virtuels  de  ces  forces  soit 
nulle  pour  tous  les  déplacements  compatibles  avec  les  liaisons,  ou  mieux,  que 
cette  somme  ne  puisse  jamais  devenir  positive. 

B  Soient  donc  y,  y',  y",  ...  des  positions  que  les  points  m,  ni',  m" ,  ...  puis- 
sent prendre  sans  violer  les  liaisons  du  système,  et  6,  6' ,  B",  ...  les  angles  que 
cy,  c'y' ,  c"y",  . . .  font  respectivement  avec  cb,  c' b',  c" b",  . . .;  il  faut  que 

y  m.cb .cy  cos9 
soit  nul  ou  négatif. 

»  Mais  il  est  clair  que  l'on  a 

yb  =■■  cb  -\- cy  — 2cb.cy  CQsO 
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et,  par  suite, 

V  m.y  è  =  V /?i.c^  -r-  7   m.cy  — 2  /]/>t  .cb .cy  cosO; 

donc 

\7n.yb  =^y?}i.cb  -\- y  m.cy  — 2  /]  rn.cb.cy  cosO; 

et,  par  suite, 

>  m  .y  b  —  7  m.cb 

est  toujours  positif,  d'où  il  résulte  que  ^'«-"/^  est  toujours  plus  grand  que 
^  m.cb  ,  c'est-à-dire  que  ^m.cb  est  toujours  un  minimum.         c.  q.  f.  d. 

»  Il  est  bien  remarquable  que  les  mouvements  libres,  lorsqu'ils  sont  in- 
compatibles avec  la  nature  du  système,  sont  précisément  modifiés  de  la  même 
manière  que  les  géomètres,  dans  leurs  calculs,  modifient  les  résultats  obtenus 
directement  en  leur  appliquant  la  méthode  des  moindres  carrés  pour  les 
rendre  compatibles  avec  les  conditions  nécessaires  qui  leiu'  sont  imposées  par 
la  nature  de  la  question. 

»  On  pourrait  poursuivre  celte  analogie,  mais  cela  n'entre  pas  dans  le  but 
que  je  me  propose  en  ce  moment.  » 

Ce  serait  un  exercice  facile  et  de  peu  d'utilité  que  de  déduire  du  théorème 
qu'on  vient  de  lire  les  équations  générales  du  mouvement  et  de  l'équilibre  ;  on 
retomberait  tout  de  suite  sur  les  formes  connues,  et  le  problème  général,  au 
point  de  vue  analytique,  n'aurait  par  conséquent  pas  avancé.  En  faut-il  con- 
clure que  le  beau  principe  de  M.  Gauss  doit  être  pour  cela  considéré  comme 
inutile?  Personne  ne  le  pensera.  Le  but  de  la  Science  est,  avant  tout,  la  con- 
naissance des  lois  générales  qui  régissent  les  phénomènes,  et  le  théorème  qui 
fait  l'objet  de  cette  Note  semble  l'expression  la  plus  nette  et  la  plus  satis- 
faisante que  les  géomètres  aient  pu  leur  donner.  Il  n'existe  pas,  en  effet,  à 
ma  connaissance,  un  seul  théorème  général  de  Dynamique  qui  semble  plus 
propre  à  frapper  d'admiration  un  esprit  juste  encore  peu  exercé  aux  transfor- 
mations analytiques,  et  à  faire  naître  le  désir  d'étudier  la  Science  qui  lui  per- 
mettra d'en  apercevoir  clairement  la  démonstration. 

(Note  de  M.  J.  Bertrand.) 


FRAGMENTS. 


_  I. 

Su7'  la  déterminatwji  des  orbites  des  comètes. 


Soient  R  la  dislance  de  la  comèlc  à  la  Terre,  RI,  Rw,  R«  les  trois  coordon- 
nées de  la  comète  rapportées  à  la  Terre,  où 

l-  -(-  ni-  -j-  n-^i; 

ic,  y,  z  les  trois  coordonnées  de  l'orbite  de  la  comète  autour  du  Soleil,  et  /son 
rayon  vecteur;  fc,  vi,  Ç  les  trois  coordonnées  de  l'orbite  de  la  Terre,  et  o  son 
rayon  vecteur;  on  aura 


œ  =  i-^m. 

j  =  Y)  +  mU, 

^  =  Ç^-/^R. 

Ensuite 

d-x        X 

—TV  -1-  -;  =  0, 
dt'         r' 

d' y        Y 

77F  +  7^  =  °' 

d-'-l         l 
dt'-        -p' 

d'-n       -n 

dt-        p' 

donc,  substituant,  on  aura 

d^lli)         l        I+/R 
dt-           p^'    '         r' 

=:  O, 

d-^rn 

dt' 

R)        Y)        •/)-)- mR 

^  0, 

d^n 
dt- 

R)       ç       C  +  «R 

p3   +            ,.3 

=  0, 

,   d'-K      .    dldR        ^  f  dH         l   ,       ... 

'    T77r+2— --+R     -— -H-     +M--- 


dt-         "     dt-  \  dt- 

m\  f  \ 

+  —  I  +  -0  1  —  — 


d-R  dmdR       ^  /d^m        m\ 


d^R  dnclR       ^  /  d'^  n         ,^  ,        ^,    . 


c/<-  f//:^  \  dt^         i-'J  \r'^        p' 

XII.  47 
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Multipliant  la  première  par  m  dn  —  «  dm,  la  seconde  par  —  (  l  dn  —  n  dl),  la 
troisième  par  l dm  —  mdl,  et  les  ajoutant  ensemble,  on  aura,  à  cause  de 

l(m  dn  —  n  dm)  —  m{l dn  —  ndl)  +  n{ldm  —  m  dl)  ^  o, 
{m  dn  —  n  dm)  d'^l  —  {Idn  —  n  dl)  d-m  +  (Idni  —  m  dl)  d- n 


R 

Ainsi  l'on  aura 


donc 


dt'- 
[^{m  dn  —  n  dm  )  —  vil  dn  —  ndl)  +  t,{l  dm  —  mdl)']  =  o. 


R  =  p. 

/•-  =  p=  +  2  (  /^  -h  7?i  -n  +  "  Ç  )  R  H-  R-  ; 


savoir 

{r- —  p^)p'^r^+  2  [j.(ZÇ  +  mri  -+-  nt,)  (/■' —  p^)p^r^ —  ,u^(7-^ —  p')"=  o; 

équation  du  huitième  degré,  mais  qui  est  évidemment  divisible  par  /■  —  p,  ce 
qui  la  rabaisse  au  septième. 


IL 

Sur  le  mouvement  de  rotation  (voir  p.   226). 


Faisons,  comme  dans  l'article  1, 

et 

^  =  a^'-t-  b^"  -i-c't,"', 

1)  ^  aY)'+  bri"-h  en'". 

Ces  formules  représentent  naturellement  les  trois  espèces  de  mouvements 
dont  un  système  est  susceptible.  Les  variables  x',  y',  z'  sont  les  coordonnées 
d'un  point  du  système  qu'on  peut  regarder  comme  son  centre,  et  elles  déter- 
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minent  le  mouvement  commun  de  tout  le  système.  Les  neuf  variables  Ç',  i;", 
^"',  Ti',  . . .,  entre  lesquelles  il  y  a  six  équations  de  condition  (art.  2),  détermi- 
nent le  mouvement  de  rotation  de  tout  le  système  autour  de  son  centre.  Enfin 
les  quantités  a,  b,  c  ne  dépendent  que  des  distances  mutuelles  des  corps  et 
servent  à  déterminer  leurs  mouvemenis  réciproques. 

En  prenant  le  centre  du  système  dans  un  point  fixe,  lorsqu'il  y  en  a  un  dans 
le  système,  ou  dans  son  centre  de  gravité,  lorsque  le  système  est  libre,  on  a 
la  formule  générale  (Sect.  III,  art.  6) 


S' 


d'-^èi-hcP-nèv+d'KSK 


H-XôH  +  Yôrn-ZâÇ 


df- 
à  laquelle  il  faudra  ajouter  les  termes 

>,  ôL  -1-  jjL  ôM  -1-  V  ôN  +  .  . . 

dus  aux  équations  de  condition 

L  =  o,         M  =  o,         N  =  o,         ..., 

pour  avoir  l'équation  générale  du  mouvement  du  système  (Sect.  I\ ,  art.  11). 

Il  faut  maintenant  substituer  à  la  place  des  variables  ^,  f),  K  leurs  valeurs 

en  «,  b,  c,  I',  't,",  ...  de  l'article  précédent.  Or,  si  dans  les  expressions  de  c?|, 

do,  dZ  de  l'article  l'i-  on  cbange,  ce  qui  est  permis,  la  caractéristique  d  en  ë, 

on  a 

è'i  =  l'  ôa'-t-  ^"  Ô6'+  I'"  ôc', 

èTt^f]'èa'-\-Ti"èb'-\-rt"'èc', 
èX  =  Ç'  ô«'h-  C"  ôi'-f- 1,'"  àc', 

les  valeurs  de  oa' ,  èb' ,  oc'  étant 

§a'=§â+c  ÔQ  —  boR, 
èb'^^-  ôb  -h  aôl\  —  c  ôP, 
§c'  =  ôc  -t-  6  (3P  —  a  oQ; 

et  si  l'on  fait  ces  substitutions  conjointement  à  celles  de  d-'ç,  d'^-n,  d-t,  de  l'ar- 
ticle cité,  dans  l'expression  cZ-^ô^  h- (/-•/]  ôt) -i- f/-ÇâC,  elle  devient,  en  vertu 
des  équations  de  condition  de  l'article  6, 

d-a"èa'-{-d'-b"èb'+d''c"èc'. 
De  même  la  quantité  Xâ^  +  Yôri  +  ZôÇ  se  change  en  celle-ci 

X'âft'+Y'Ôi'+Z'âc', 


372  FRAGMENTS. 

e-n  faisant,  pour  abréger, 

X'=  ?'  X  +  -n'  Y  +  K'  Z, 

Y'=ex  +  -o"Y  +  Ç"Z, 
Z'=f"'X  +  n"'Y+Ç"'Z. 

En  supposant  le  système  libre  de  tourner  en  tout  sens  autour  de  son  centre, 
il  est  facile  de  voir  que  les  équations  de  condition 

L  =  G,  M  =  G,  N  :=  0,  .  .  .  , 

données  par  la  nature  du  système,  ne  pourront  contenir  les  coordonnées  a, 
b,  c  qui  déterminent  la  disposition  des  corps  entre  eux.  Ainsi  les  quantités  L, 
M,  N,  . . .  ne  pourront  être  fonctions  que  des  a,  b,  c  relatives  aux  différents 
corps. 

Ainsi,  en  égalant  séparément  à  zéro  les  termes  de  l'équation  générale  qui 
se  trouveront  multipliés  par  les  variations  ôP,  §Q,  ôR,  qui  sont  communes  à 
tous  les  corps  du  système,  et  ceux  qui  seront  multipliés  par  les  variations  da, 
èb,  de  relatives  à  chacun  de  ces  corps,  on  aura  d'abord,  pour  tout  le  système 
en  général,  les  trois  équations 


S' 


s 


a  d^  b" —  b  d-  a"  ,.,       ,  ^r,\ 

— h  aY'—  6X'    =  G, 

dt- 

c  d- a"  —  ad- c" 


dt- 
b  d-  c"  —  c  d''  h'' 


+  e\'—aZ'  j=o, 
H-6Z'-cY'Wo; 


dt- 
ensuile  on  aura,  pour  chacun  des  corps  du  système,  les  équations 


d'-a"       ^^ 

V       ,  dL         dM         d^ 
'          da       ^    da          da 

d'-b"     r 

.dt^\ 

\       .dL          dm          dN 

)^^àb^^'-db^'rb-^ 

dt'    ^^  , 

/          de       ^  de           de 

Et  si  le  système  est  un  corps  solide  composé  d'éléments  Dm  pour  lesquels  les 
coordonnées  a,  b,  c  sont  constantes  relativement  au  temps  t,  on  a 

da^o,         db^^o,         de=^o; 
donc 

da'=  edQ~b  dR,         db'=  a  dl\  —  c  dP,        de'=  b  d?  —  a  dQ, 
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et  de  là 

cV-  «"=  c  <i^  Q  —  6  rf^ R  +  6  rfP  f/Q  -!-  c  f/P  (^R  —  «  ( c/Q^  +  f/R^  ), 
f/^  b"—  «  <i-2  R  —  c  rf-  P  +  a  c^P  <r/Q  +  c  <iQ  <iR  —  ^(c^P^  +  f/R^), 
fi2c''=  6  f^^p  _  ^  f/2Q  _^  ^  ^/p  f^R  +  è  rfQ  rfR  —  c  («fP^  +  rfQ2). 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  précédentes,  qu'on  prenne 
pour  axes  des  coordonnées  a,  h,  c  les  trois  axes  principaux  du  corps,  ce  qui 
donnera  (Sect.  III,  art.  28) 

et  qu'on  fasse 

on  aura,  en  supposant  nulles  les  forces  accélératrices, 

Ces  équations  s'accordent  avec  celles  que  nous  avons  trouvées  d'une  manière 

,.-,,  ,         ,     o       •        HT  ,  ■  -     d^    dO    f/R  , 

différente  dans  la  Section  III,  puisque  les  quantités  -j-^  -t-j  -j-  sont  les 

vitesses  de  rotation  autour  des  trois  a\es  principaux  du  corps,  qui  étaient 
désignées  par  ■h,  oj,  a  dans  les  équations  de  l'article  cité.  Elles  prouvent  en 
même  temps  la  justesse  de  celles-ci,  sur  laquelle  on  pouvait  avoir  quelques 
doutes  à  cause  du  passage  des  axes  fixes  aux  axes  mobiles;  mais  l'analyse  pré- 
cédente, en  rendant  la  formule  générale  indépendante  de  la  position  des  axes 
de  rotation,  rend  ce  passage  légitime. 

Dans  le  même  cas  d'un  corps  solide  qui  n'est  animé  par  aucune  force  accé- 
lératrice, nous  avons  vu  que  les  équations  des  aires  sont  intégrables  (Sect.  III, 
art.  9).  Si  donc  ori  fait  les  substitutions  précédentes  dans  les  équations  inté- 
grales, on  aura  des  équations  qui  seront  les  intégrales  de  celles  de  l'article 
précédent. 

Substituons  d'abord  les  valeurs  de  ^,y),  d't^,  d(\  dans  l'expression  '^dn  — -ndl, 
on  aura 

^df]  —  vdE,  =  {bdc' —  cdb'}  (Ç"-fl"'— -n"^'")  -+-  {c  da'  ~  a  de')  (y)'^'"—  'E,'i]"') 

-\-{adb' — bda'){l,'n" — "o'^")» 
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savoir,  par  les  formules  de  l'article  6, 

Çrfn  —  ■/)  dt,^=  (b  de'  —  cdb')  Ç'+  {c  da' —  a  de')  Ç"  +  (adb' —  bda')  Ç'". 

On  trouvera  de  la  même  manière 

Ç  rf;  —  \d'C,^=-{b  de'  —  c  db'  )ti'  -\-  [c  da'  —  a  de'  )•/)"+  {a  db'  —  b  da')  ri'" , 
Y)  rfÇ  —  t^d-/)  =  {b de'  —  c  db' )  EJ  -\-  {c  da'  —  a  de' )'E,"  +  ( a  db'  —  b  da' )  S,'". 

Si  l'on  multiplie  ces  expressions  par  --7—)  qu'on  les  affecte  du  signe  v,  et 
qu'après  avoir  substitué  les  valeurs  de  da',  db',  de'  on  fasse 

da  =  0,         db  =  o,         de  z=  o, 

^abm-ïi^o,         '^b-Dm—m,         ^bcT)m=o, 

^  «2  Dm  =  /,  g  ac  Dm  =  0,  §  c'-  Dm  =:  n, 

qu'ensuile  on  les  égale  aux  constantes  C,  B,  A,  on  aura 

^,n+n)^K'  +  {l  +  n)^K"  +  {l  +  m)-^K"'^C, 

,rfP    ,      ,,  ,rfQ    ,      ,,  ^dK    ,„      ^ 

^,„,^n)^-n'+{l  +  n)^v'+{/  +  >n)--n   =  B, 

,dP..,      ,,         ,^Q,„       ,,         .dK..,„       . 
(,„  +  „)_^'  +  (/  +  „)^.^"  +  (/+'«)7^4    =A; 

d'oij  l'on  tire  tout  de  suite,  par  les  équations  de  condition  de  l'arlicle  3, 

cZP 

{m  ^11)^^-=^  kl'  +By]'  -hCÇ', 

(/  +/î)~  =  A^"  +  Bn"  +  CÇ", 
{ /  +  m)  ^  =  A^'"  4-  B  Y)'"  +  CÇ'". 

Ces  équations  s'accordent  avec  celles  de  l'article  31  de  la  Section  III,  dans 

•      • ,    ■  ,  ,        .         ,  dY>    dO    dix 

lesquelles  4»',  m  ,  9  sont  la  même  chose  que  777  '  777  '  777  '  et  ou  les  coelticients 

c,  p,  y,  c.',  (3',  y',  ...  répondent  à  ^',  ^",  ^"',  -n',  ri",  .... 

Si  l'on  ajoute  ensemble  les  carrés  des  trois  équations  précédentes,  on  a 
tout  de  suite  une  équation  entre  dV,  dQ,  dR  et  dt,  en  vertu  des  équations  de 
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condition  de  l'article  3;  cette  équation  est 

.,dP'-       ^.        ^,dQ-'      ^.         ^,dW-       .,      „„     ^, 

I  11  ,    1'*         •  1      .     •  .  ,,       dP     dQ     dR 

par  laquelle  on  peut  déterminer  une  des  trois  variables  -7- ,  —^,  -7-  par  les 

deux  autres. 

On  peut,  dans  le  même  cas  d'un  corps  solide  qui  n'est  animé  par  aucune 

force  accélératrice,   avoir  une  seconde  équation   entre   ces  variables,   par 

l'équation  des  forces  vives;  car,  en  ajoutant  ensemble  les  carrés  des  quan- 

.  ,    dP    dr\     dt,  An-.    .  1       ■         ■         1  1-  • 

tites  -^j  -1-)  -T'  on  a  (art.  13),  a  cause  des  équations  de  condition, 
dt    dt     dt  ^ 

d'^-  -1-  drr  h-  dt} da'-  -h  dh'-  -i-  rfe'^ 

dF'        ~         rfï^         ; 

donc,  en  affectant  tous  les  termes  du  signe  ^,  après  les  avoir  multipliés  par 
Dm,  on  aura,  en  général,  pour  un  système  quelconque,  lorsqu'il  n'y  a  point 
de  forces  accélératrices  (Sect.  III,  art.  33), 


S 


da''^ -\- db'^ -\- dc'-^,  ^  „ 

Dm  =  E. 


dt 
Dans  le  cas  d'un  corps  solide,  on  a 

da^^o,         db^^o,         c?c  =  o  ; 

donc 

da'"-  ^  c-  f/Q2  —  3  bc  dQ  dR-i-b-  dR-, 

db"-  =  a"-  dR"  —2acdP  dR  +  c'-  dP\ 

dc'^  =  b'dP^  —  '2abdP  dQ  h-  a^ dQ\ 

Donc,  supposant  comme  ci-dessus 

S«6D 
et 

S«'^D 
on  aura 

{m  + 

,.  .     .   ,  ,      ,     .  .  ^,       dP     dQ     dR 

On  a  ainsi  deux  des  trois  variables  —r^,  —i^)  —r-  exprimées  par  la  troisième, 

dt      dt      dt 

mais  on  ne  peut  avoir  la  valeur  de  celle-ci  que  par  l'intégration  d'une  des 
trois  équations  différentielles  précédentes.  Ensuite,  pour  avoir  la  valeur  finie 


=  0,        ^«cDm  =  o, 

^^'cDm  =  o 

=  /,         §6'-Dm=/», 

§c'-Dm=/i, 

dP-      ,,           dQ"- 

:'-)f  =  E. 
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des  coordonnées  ^,  -n,  C  d'un  point  quelconque  du  corps,  il  faudra  encore  con- 
naître les  valeurs  des  quantités  'Ej,  ^",  |"',  . . .;  et  l'on  y  parviendra  en  combi- 
nant les  six  équations  de  condition  entre  ces  neuf  quantités,  comme  il  a  été 
dit  (Sect.  IX,  art.  29). 


m. 

Fragmeiît  sur  les  èqualions  générales  du  mouvement   de  rotation 
d'un  système  quelconque. 


Les  expressions  que  nous  avons  trouvées,  page  2i5,  sont  très  propres  à 
représenter  les  valeurs  des  sommes 

'^m{dl^  +  drr+clX'),     §  m  (Ç  c/vi  -  "O  rfï),      ..., 

relatives  à  tous  les  corps  m  d'un  système  quelconque;  car  il  est  clair  que  les 
signes  sommatoires  ne  doivent  affecter  que  les  coordonnées  a,  b,  c,  et  nulle- 
ment les  quantités  ^',  -n' ,  ■  ■  ■  ■  Ainsi  l'on  aura,  après  le  développement, 

^m{di^  +  dn'--^dK-) 

=  rfP^  §m(è'--h  c'-)  +  dQ'-  §  m(a^-i-  c'-)  +  c/R'-  §  m  (n'  +  b'-) 
—  2  r/Pf/Q  §  mab  —  2  c/Pc/R  §  mac  —  2  f/Q  ^R  ^  môc  -!-  2  rfP  §  m{b  de  —  c  db) 
-h  2  f/Q  \  ni  (  c  da  —  acte)  +  2  c/R  Sl  m  (  «  db  —  6  c/a  )  -H  ^  m  (  da-  +  db'^-i-  de-  ), 
^mCEd-n—-ndç)  =  Ç'  dT  +  Ç"  d\  -t-  Ç'"  clA, 
§  m(C  f/^  —  i^  JÇ)  =  -n'dT  +  Y)"f/A  +  ■n"'dA, 
§  m  (-ri  ^Ç  —  C  c?n  )  =  l' f/r  +  f  d\  -f-  ^"'  c/A, 
en  faisant,  pour  abréger, 

dT  =  f/P  §  m  (  è-  +  c'-)  —  dQ  ^mab  —  dR  §  mac  -H  §  m  (6  de  —  c  db), 
d\  =  dQ^m{a'-+  c^)  —  dP  §  mab  —  dR  §  mbc  -+-  §  m(c  f/a  —  a  de), 
dA  =  dR^m{a'-+  b'-)  —  dP '^mac  —  dQ^mbc -^ '^m(a  db  ~  bda); 
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et  il  est  bon  de  remarquer  que  les  valeurs  des  quantités  dT,  d\,  dX  sont  les 
différences  partielles  de  la  valeur  de 


~^m{dl^^drr--^dK-), 


relatives  aux  variables  dV,  dQ,  dR. 

Si  l'on  différentie  les  trois  dernières  équations,  on  aura  les  valeurs  des  for- 
mules 

gni(ïf/^-fl--/îf/^0,     §ni(Ç^^t-tf/-Ç),     §m(r,f/2Ç-Çrf^-r)), 

((ui  entrent  dans  les  équations  générales  pour  le  mouvement  d'un  système 
quelconque  de  corps  autour  de  son  centre  de  gravité  ou  d'un  centre  fixe,  que 
nous  avons  données  dans  l'article  7  de  la  Section  III. 

Ces  équations  deviendront  ainsi,  en  substituant,  pour  les  difTérentielles  de 
I',  I",  . . .,  les  valeurs  de  l'article  13, 

r'  (f/-^r  —  cfA rfR  +  d\ dQ)  +  Ç''(<^'A  —  dAdP  +drdR) 
_i_  Ç"'(rf2A  -dTdQ  +  dÙL  dP)  +  §m(n'  —  ï)X)  =  o, 

r,  '  (d-^  T  —  d^  dR  +  d\  dQ  )  +  n  "  {d'-  A  —  dA  dP  +  dT  dR  ) 
-+-  ■n"'(d'A—dTdQ  -^dAdP)  +  '^m{!:X  —  |Z)  ^  o, 

i'  {d'-T  —  c/ArfR  +  dA  dQ)  +  ^"{d'A  —  dAdP  -+-  dT  dR) 
-^■^"{cPA—dTdQ  +  f/A  dP)  4-  §m(-flZ  —  ÇY)  —  o. 

Si  l'on  ajoute  celles-ci  ensemble,  après  les  avoir  multipliées  respectivement 

par  Ç',  -/)',  'î',  par  Ç",  n",  l"  et  par  Ç'",  r/",  ^"',  et  qu'on  fasse,  pour  abréger, 

X'z=:|'X  +  Y)'Y-WÇ'Z, 

Y'  =  i:"X-i--n"YH-rZ, 

Z'  rr|"'X4-r]"'Y-HÇ"'Z, 

on  aura,  en  vei'tu  des  formules  des  articles  2  et  3,  les  trois  équations  sui- 
vantes : 

d^T  —dAdR-i-  dA  dQ  =  §m(cY'  —  bZ'), 

d'A  —  dAdP  -^dT  dR  —^miaZ'  —  cX'), 

d' A  — dTdQ  +dAdP  —  §m(6X'  — «Y'), 

qui  ont  toute  la  généralité  et  la  simplicité  dont  la  question  est  susceptible. 
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IV. 

Autre  fragment  sur  la  rotation  d'un  système  quelconque. 


Ainsi  l'on  a,  en  général  (p.  210), 

dÇ -^d-r{'-  +  d'Q—{c  dO  —  b  dR -h  da )- 

+  (a  dVx  —  c  ^P  +  dUf  +  (6  f/P  —  a  rfQ  +  dcf. 

Si  les  forces  accélératrices  ne  dépendent  que  de  la  situation  respective  des 
corps,  elles  ne  seront  fonctions  que  de  a,  h,  c.  Faisant 

dO  dW  ç\      ,         dP  dR  n  dP  dO  n 

dt    dt  SJ  dt    dt  O  dt    dL  \J 

dp  c\       b  de  —  cdb       rfQ  n      c  da  —  adc 

+  7?fS"' dT-^-d-tW'' di 

dR  r\       adb  —  hda        Ç\       da--h  db--h  de- 

+  ^S™ dï -^h""' Ï^TF— ■ 

On  aura,  relativement  aux  variables  dP,  dQ,  dR, 

ôT   ^  ,,,         ôT    ^  ,,,         ôT    , 
T-jr,  odP  +  -T-77:  0  dQ  -+-  T-Tô  à  dR  =  o, 
0  dP  0  dQ  0  dR 

savoir  (arl.  13,  p.  217) 

#^  {dôP  +  dQ  ÔR  -  dR  ÔQ)  +  -^  [dôQ  4-  dR  ÔP  -dPèR) 
à  dp  0  clQ 

-t-  ^ {dèR-^dP8Q-dQèP)  =  o; 

d'où  l'on  tire  les  équations 

,  ÔT  ÔT     ,,,        ÔT     ,„ 

ô  ûfP        0  dQ  0  aR 

,  ÔT  ÔT      ,„        ÔT     ,p 

ô  f/Q       ô  aP  0  an 

,  ÔT  ÔT     ,^       ÔT     ,„ 

ô  dR       à  dP  0  dQ 
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savoir,  en  changeant  dP,  clQ,  dl\  en  pdt,  qdt,  rdt, 

,    ,dT       (    d'Y         àT\,^ 
\      dp       \'  dr  àq } 

/    N  I    ,c)T       /    ()T  (9T\    , 

\    ,d'ï       (    dT  dT\  ,, 

comme  dans  les  équations  (A)  de  la  page  aSi;  mais  ces  formules-ci  sont  géné- 
rales, quelle  que  soit  la  variabilité  de  a,  h,  c. 
Ainsi  on  aura  tout  de  suite  l'intégrale 

Ensuite  on  aura  aussi 

,aT  .d-ï  .dT 

dp  aq  or 

mais  qui  ne  sera  pas  une  différenlielle  complète,  à  cause  de  la  variabilité  de  a, 
b,  c;  mais  on  aura  toujours,  par  le  principe  des  forces  vives,  l'intégrale 

T  -+-  V  =  const., 

V  étant  égal  à  §nm,  Il  dénotant  la  fonction  provenant  des  forces  attractives 
(Sect.  m,  art.  34). 

Enfin,  en  multipliant  ces  équations  respectivement  par  dîj,  d'c!',  d'c",  on  aura, 
en  les  ajoutant, 

,,  ,dT       .„  ,(ïï       ..,„   .(ÏY       d'Y ,    ..„         .,„^   . 
i^d--  -t-  ;V/—  +i;"V--  +^-{rc^'  —  q-J'^dt 
dp  dq  àr       dp 

savoir,  à  cause  de  rfÇ'=  (/'C"— ^C")  rf^,  ■  •  •  (p.  2i4), 

.„àT       ..„dT      ..,„d'Y  ,        , 

dp  dq  dr 

el  de  même 

,d'Y        „d'Y        ,„d'ï  ^,dT      ^„  d'Y      ^„,dT 

dp  dq  dr  dp  àq  dr 
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On  peut  remarquer  que  ces  équations  sont  celles  de  la  conservation  des  aires  ; 

car  on  a  (p.  3i5) 

rfï  =:  ^'  f/a'H-  ^"  db'-h  '£,'"  de', 

do  =  Ti' da' -\-  -f]"  db'-'r-  f]'" de' , 

dt,  ^  Ç'  c?a'+  Ç"  db'+  X!"  de' \ 
de  là 

'id<\  —■ndl  =  +{tja  +  5"  b  +  ^"'  c)  (Y)'<ia'-t-  ■n"db'-\-  -o'" de') 

—  {■ri' a  -hri" b  -h-n"'e)  (ç'  i^a'+  Ç"  db'-h  '£,'"  de') 

1=  (a  f/i' —  b  da')!l"' —  (a  de' —  c  o?a')Ç"H-  {b de' —  c  db')^', 

't,  d!;  —  i;  dl  =z -\-  {l' a  '\-t!,'b  -^  t^" c)  {t,'da'+  Z,"db'-^  t,'" de') 

—  {t,'a  +  Ç"Z>  +  Ç"'c)  {l,' da'^t^'db'^  'i^" de') 

=  —  (a  rfi' —  b  da')r\"'-\-  (a  de'—  c  da')ri" —  (b  de' —  edb' )■/)', 

ndZ  —  Z  dr\  =  +  (-/l'a  +  n" 6  +  y)"'c)  (Ç'  (/a'-h  Ç"  ^è'H-  Ç'"  rfc') 

—  (C  «  +  Ç"  6  +  Ç'"  c)  {■[,'  da'+  n"  db'+  n"'dc') 

=  («  rfi' —  6  da')cj" —  (a  rfc' — ■  c  da')'^"  +  {b  de' —  c  db')'i' . 

Or,  en  prenant  les  sommes,  on  trouve  que 

— —  rf<  =  X  m(6  i/c' —  c  rf6'), 
-—  c/^  =  V  m  (c  da' —  a  de'  ), 


—  fi?i  =  Q  m  («  rfè'  —  b  da' 


de  là  on  aura  donc  aussi 

à'^  lYl  ,  4-/ 

dp 

,    s  ;   <^T        ,^,,  „         _ 

(c)  '>  ^— = /^"H- m-o  -H  «ç  , 

j   "5' 

-r—  =  le  -\-  m-n  +  n  ç" , 
>    or 

et  si  l'on  substitue  les  valeurs  de/>,  q,  r,  tirées  de  ces  équations,  dans  l'équa- 
tion 

Ï4-V  =  consl., 

on  aura  une  équation  finie  en  |',  -n',  ■  ■ .,  savoir  entre  les  angles  ^,  •]!  et  u. 
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Les  équations  (c)  ci-dessus  sont  les   mêmes  qui  ont  été  trouvées  à  la 

page  243,  par  une  voie  moins  directe. 

Si  maintenant  on  multiplie  les  équations  (b)  de  la  page  précédente  par 

dL    dM    dN  ,       ,        •      ,  1       f  1        1     1 

—TJ  -T-'  -;-)  et  qu  on  les  aioute,  on  aura  par  les  tormules  de  la  page  212,  a 

dt     dt     dt  ^  J         '  1 

f/P  f/Q  dK 

cause  de /.=  -,. y=^,r=^, 

(9T  f)T  d'Y       /rfL  +  /«rfM  +  /i(^N 

'  Op        '  dq  dr  dt 

Mais  nous  avons  trouvé  l'équation 

,  d'Y  ^  d'ï         _,  d'ï 

pd  -. \-  q  d  -. h/"a^r-  =  o> 

dp  aq  dr 

qui  résulte  des  équations  («)  multipliées  par />,  q,  r  et  ajoutées;  donc,  si  l'on 
désigne  par  dT  la  variation  de  T  relative  h  a,  b,  c  seulement,  on  aura 

.„      ^T  ,         dT  ,        dT  ,         ,„ 

dT  =  -r-  dp  -\-  -^  dq  ^  —-  dr  -\-  dl  ; 
dp  dq  dr 

donc,  ajoutant  l'équation  précédente,  on  aura 

„,        ,/    dT  dT         dT\        ,,„ 

donc 

dT  dT  dT       „        ,•  ,„ 

p-^  +  7-r-+7-^-  =  r—  /  dr-h  consl. 
'  dp  dq  dr  J 

Mais  le  principe  des  forces  vives  donne 

T  +  V  =  const.; 


donc  on  aura 


donc 


dT  dT         dT       -,        ,',„      ,, 

dp  dq  dr  -J 


,dL  dM  rfN       ..        /•„,,       ., 

^^^  ^lû-^"'-dï^"-dï-^~J'^^-^' 

et  si  a,  b,  c  sont  constantes,  dT  =  o;  et  V  sera  constant  s'il  ne  provient  que 
des  forces  intérieures. 

L'équation  (K)  indique  que  la  vitesse  de  rotation  autour  d'un  certain  axe 
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fixe  dans  l'espace  est  constante  dans  ce  cas.  En  effet,  puisque,  dans  les  for- 
mules de  la  page  212,  dP,  dQ,  dR  indiquent  les  i-otations  autour  des  axes  des 
coordonnées  a,  b,  c,  et  dL,  dM,  dfl>f  indiquant  les  rotations  autour  des  axes  des 
œ,  y,  z,  il  s'ensuit  que,  si  l'on  prend  les  premières  pour  dL,  dM,  rfN,  on  pourra 
rapporter  celles-ci  à  d'autres  axes  par  rapport  auxquels  elles  deviendront 
(dL),  {dM),  (dN),  la  position  des  nouveaux  axes  étant  déterminée  par  des 
quantités  ^',  ri',  ...   que  je  désignerai  par  (^'),  (/]'),  ....  On  aura  ainsi 

(dL)  =  (^')  dL  +  (f  )  dM  +  (f)  dN, 
(dM)=  in')  dL  +  {■n")dM  ■+  {■n"')d^, 
(f/N)  =  (Ç')  dL  +  {K")dM  +  {i:"')dN. 

Donc,  puisque  (£')-+  (^")^+  (^"')^  =  'i  si  l'on  met  l'équation  ci-dessus  sous  la 
forme 

,dL  dM         f/N 

'dF  +  "'^-^"dI       K-_/dT-V 


i^/l-  -h  m-  -\-  n-  \Jl^  -t-  /w^  H-  n- 


on  pourra  faire 


el  l'on  aura 

(./L)^K-_/dT-V^ 

Ainsi  la  vitesse  de  rotation  autour  d'un  axe  fixe  sera 

K-/dT  — V 

\Jl'^  -+-  m"^  H-  n'^  ' 

elle  sera  donc  constante  lorsque  dT  sera  égal  à  o  et  que  V  sera  constant. 

Si  les  forces  accélératrices  dépendent  de  l'attraction  d'un  corps  dont  les 
coordonnées  relativement  au  centre  des  coordonnées  a,  b,  c,  et  parallèlement 
aux  axes  des  ^,  n,  Ç,  soient  x,  y,  z,  on  aura 

n—  '  v  =  QnDm. 
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Or 

x-+y--l-z-=r-,         ç^+  ■fl^+Ç-=(5!2+  b' -\- c"- =  r- ; 

donc 

>-      '■' 

v/r^  +  /--— 2(x>  +  yo+zÇ)  ~  r  r"  2  r-^ 

Or 

^  =  a|'+Zif+cf' +...; 

donc 

x|  +  y-fi  +  zÇ  =  a(x^'H-  yrj'+  zÇ')  +  ^'(xf  +  y-o"+  zÇ")  +  c(x^"'+  yri"'+  zÇ"')- 

Soit 

x|'  +yYi'  +zÇ'  =?., 

x|"  +  yfl"-i-zC"  =  p., 

x4"'-i-yYi"'+zÇ"'=y; 
on  aura 


et  (en  ne  retenant  que  le  dernier  terme) 

3  /B  +  C-A,„      Ah-C  — lî    „      A+B-C   ,,     „       ,  „r.,._^,TT7„ 

' X-  H fi-  -\ V-  +  2  11  p.v  +  2  (j  Av  ■+-  2  U  Ap. 


En  n'ayant  toujours  égard  qu'au  dernier  terme,  on  aura 

6-5 C  -r^  =  -^ f ^'     6v  —  CIJ.), 

de  ùb  r' 

da  oc  V 

dn        ,0X1        3{al+  bix  +  c^j)  .  ,,, 

db  da  r° 

Donc,  multipliant  par  Dm  et  intégrant,  on  aura 


^U  ^^  _  c  ^  j  Dm  =  p  [(C  -  B)|^v  +  HXv  +  F(v^--  ,a^)  -  G/aX], 
S(«^-*^)l>m=p[(B-A)A,.+  H(f.^-X^)  +  Gf.v-FXv]. 
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Il  faudra  donc  ajouter  ces  termes  aux  trois  équations  (A),  qui  deviendront, 
par  conséquent, 

d~ 

dp  dT  dT       3[(C -B)/xv  +  F(v^-^=)+HXv  —  Gu^l 

dt  '  dr  dri  f 


ci''' 


àj_,      ^_     ^       3[(A  — C)>.v+G(?>^  — v^)  -4-FV— H;;lv]  _ 
dl.     "^  '  dp       ''  dr  "^  F~  -  °' 

àr  dT  dT       3[(B  —  A)>,u-+- H(u^— v'-)  h- Gpiv  —  Fîvvl 

—7—  +  p-. y  -T-  H ^^^ —^ -^~—- =  O. 

dt         '  dg        '  dp  r» 

De  là  nous  tirerons  les  équations  suivantes 

(P)r  +  (Q)r+(R)r=o> 


(P)n'4-(Q)ri"+(R)ï)"'=o, 


„  ^       ,„  dT_       .„„  dT 
"'     dp^  "^    dq'^'^     àr 


dt 

dU 

,dT  „dT  ,„àT\ 
à^^-'  à^-^-'    à?) 

dt 

i. 

àT  ^„dT  ^,„dT\ 
5^  +  ^  ^  +  ^    àP) 

dt 


(P)Ç'H-(Q)C"  +  (R)r=o, 


où  (P),  (0),  (R)  désignent  les  parties  des  précédentes  qui  ne  dépendent  pas 
de  p,  q,  r. 

Faisons,  pour  abréger,  F  =  o,  G  =  o,  H  =  o;  négligeons  de  plus,  dans  les 
premiers  membres,  les  différences  de  A,  B,  C;  on  aura  alors 

àT        ,  àT        ,  àT 

'^=Ap,  -r-=A^,  -j-=:A/-, 

dp  dq  àr 

et  nos  équations  deviendront 

^  dn^       3[(C  — B)p;g'+(A  — C)7vvg"  +  (B— A)>>|^f  ]  _  ^ 
dt'^  r^  ' 

^M      3  [( C  —  B )  nW-h  (  A  —  C ) lvn"-h  (  B  —  A ) lixn'"]  _  ^ 
dt-  r» 

,d-N        3[(C  —  B)p;;'  -h  (A  —  C)?.v;"+  (B  -  A) yr]  _ 
df'   '^  r=  ■"  °" 
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Faisant  encore  A  =  B,  on  aura 


'^  i^    +  77;  (^  ^  A)  (r  V   -  r/"  Z)  V  =:  O, 


dm       3 
dt- 


i(*^-A)(i:"'z  -Ç"'x)v=  o, 


rf^N,-   3 


df- 


Ti  (  G  —  A )  (  ri'"  X  —  ;'"  y  )  V  =;  o, 
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M.  Carnot,  étant  Ministre  de  l'Intérieur,  a  fait  acquérii'  au  Goavernemenl  les 
Manuscrits  qu'a  laissés  Lagrange;  et,  sur  son  invitation,  la  Classe  des  Sciences 
Mathématiques  et  Physiques  de  l'Institut  a  nommé  une  Commission  pour 
faire  le  choix  de  ceux  qui  se  trouvent  en  état  d'être  imprimés.  Cette  Commis- 
sion, composée  de  Legendre,  Prony,  Poisson  et  Lacroix,  n'a  cru  devoir  faire 
im])rimer  aucun  des  manuscrits  laissés  par  Lagrange;  le  tout  a  été  classé  et 
réuni  en  seize  Volumes. 

Rapport  de  M.   Lackoix  suit  les  manuscrits  laissés  par  Lagrange. 

(Extrait  du  pi'ocès-verbal  de  la  séance  du  lundi  3  novembre  1817.) 

Au  nom  d'une  Commission,  M.  Lacroix  lit  le  Rapport  suivant  sur  les  manuscrits  laissés 
par  M.  Lagrange.  Il  propose  de  classer  ces  papiers,  de  les  faire  relier  en  Voltumes  qui 
seront  déposés  ;i  la  Bibliothèque  pour  être  consultés  par  les  savants.  La  proposition  est 
adoptée. 

Le  Gouvernement,  sur  la  proposition  du  Ministre  de  l'hitérieur,  acquit  les  papiers  laissés 
par  M.  Lagrange  pour  les  transmettre  à  cette  Classe,  qui  nous  a  chargés  de  les  examiner, 
de  les  mettre  en  ordre  et  de  faire  choix  de  ceux  qui  seraient  en  état  d'être  livrés  à  l'im- 
pression. Dans  sa  première  séance,  tenue  le  5  juin  i8i5,  la  Commission  arrêta  que  le  chef 
du  Secrétariat  relèverait  les  titres  de  tous  ces  papiers,  qu'il  en  formerait  une  liste,  que  les 
pages  en  seraient  comptées,  et  qu'ils  seraient  paraphés  par  tous  les  Membres,  ce  qui  fat 
exécuté  dans  les  séances  suivantes,  où  l'on  eut  soin  de  prendre  les  précautions  nécessaires 
pour  assurer  la  conservation  de  ces  papiers.  Il  a  été  décidé  ensuite  que  tous  seraient  suc- 
cessivement examinés  par  chacun  des  Membres,  et,  pour  procéder  à  cette  revue,  ils  se 
partageaient  à  chaque  séance  un  certain  nombre  de  pièces  enregistrées  dans  le  procès- 
verbal  sous  le  nom  de  celui  à  qui  elles  étaient  remises,  et  qui  en  rendait  compte  dans  les 
séances  suivantes,  très  souvent  par  écrit. 

Persuadés  que  le  respect  dû  à  la  mémoire  de  M,.  Lagrange  ne  permettait  pas  qu'on  livrât 
à  l'impression  des  écrits  trop  inférieurs  à  ceux  qui  avaient  paru  de  son  vivant,  les  Com- 
missaires ont  apporté  la  plus  grande  sévérité  dans  leur  examen,  et  n'ont  trouvé  en  état  de 
paraître  que  des  pièces  assez  peu  importantes  par  leur  objet,  et  en  trop  petit  nombre  pour 
composer  un  Volume  ;  mais,  afin  de  recueillir  de  nouvelles  lumières  sur  ce  sujet,  ils  ont 
prié  leur  Confrère,  M.  Maurice,  qui  avait  été  dans  une  liaison  particulière  avec  M.  La- 
grange, de  vouloir  bien  examiner  aussi  ce  choix  de  pièces.  Il  a  pensé  comme  eux  que  les 
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plus  considérables  seraient  bien  placées  dans  les  Addidom  à  la  Connaissance  des  Temps 
et  dans  les  Mémoires  de  l'Académie.  Deux  Notes  très  courtes,  et  dont  le  sujet  indiquait 
clairement  la  place,  ont  été  imprimées.  La  première,  concernant  la  détermination  de  l'or- 
bite des  comètes,  a  été  mise  à  la  fin  da  second  Volume  de  la  Mécanique  analytique 
(2°  édition);  et  l'autre,  contenant  la  rectification  d'un  passage  de  la  2°  édition  du  Traité 
de  la  Résolution  des  équations  numériques,  vient  d'être  ajoutée  à  la  fin  de  cet  Ouvrage. 

Le  reste  des  papiers  de  M.  Lagrange  ne  se  compose  que  de  manuscrits,  de  Mémoires 
déjà  imprimés,  d'essais  auxquels  l'auteur  n'a  pas  cru  devoir  s'arrêter,  et  même  souvent  de 
calculs  sans  discours  dont  il  n'a  pas  toujours  été  possible  de  deviner  le  sujet,  ou  enfin  do 
Notes  que  faisait  M.  Lagrange  sur  ses  lectures;  car,  ce  qui  est  bien  remarquable  et  doit 
servir  d'exemple  aux  jeunes  géomètres,  cet  homme  consommé  ne  négligeait  aucune  pro- 
duction mathématique  tant  soit  peu  importante  et  l'étudiait  la  plume  à  la  main,  afin  de  s'en 
mieux  rendre  compte. 

On  savait  que  M.  Lagrange  avait  entrepris  autrefois  un  travail  considérable  sur  le  mou- 
vement des  projectiles  dans  les  milieux  résistants  et  sur  la  force  de  la  poudre,  et  l'on  a 
trouvé,  en  effet,  des  matériaux  assez  nombreux  sur  ce  sujet,  mais  incomplets,  détachés  et 
demandant  une  entière  rédaction.  M.  de  Prony  a  été  chargé  d'en  tirer  les  résultats  les  plus 
remarquables,  et  sur  lesquels  il  fera  un  Rapport  particulier  (' ). 

Cependant,  si  dans  tous  les  papiers  de  M.  Lagrange  il  s'en  est  trouvé  si  peu  qui  fussent 
susceptibles  de  publication,  leur  ensemble  ne  sera  pas  sans  intérêt  pour  celui  qui  voudra 
connaître  les  progrès  des  idées  de  cet  illustre  géomètre  dans  quelques-unes  de  ses  recher- 
ches, .loints  aux  manuscrits  des  Ouvrages  qui  font  époque,  tels  que  la  Mécanique  aiicdy- 
tique,  ces  papiers  forment  une  Collection  que  l'Académie  doit  être  flattée  de  posséder 
comme  l'héritage  d'un  Membre  dont  le  nom  a  décoré  sa  liste  pendant  plus  de  quarante  ans, 
et  qui  devint  pour  ainsi  dire  une  richesse  nationale  quand  il  se  fixa  parmi  nous. 

La  Commission  pense  donc  que  ceux  de  ces  papiers  qui  ne  sont  pas  destinés  à  l'impres- 
sion, composés  en  grande  partie  de  feuilles  détachées,  doivent,  après  avoir  été  classés  avec 
soin,  être  reliés  en  Volumes,  afin  qu'on  puisse  les  consulter  au  besoin,  sans  altérer  leur 
ordre  ou  nuire  à  leur  conservation,  et  qu'alors  le  dépôt  en  soit  fait  à  la  Bibliothèque  pour 
notre  usage  et  celui  des  savants  étrangers  qui  voudraient  en  prendre  connaissance. 

Avec  les  écrits  do  M.  Lagrange  étaient  aussi  quelques  Mémoires  d'Euler,  mais  déjà  im- 
primés ou  refondus  dans  ses  Ouvrages,  quelques-unes  de  ses  Lettres  et  toutes  celles  que 
M.  Lagrange  avait  reçues  de  d'Alembert,  qui  renferment  quelques  particularités  curieuses, 
mais  où  les  mêmes  sujets  reviennent  trop  souvent  et  ont  trop  perdu  de  leur  importance 
pour  qu'on  puisse  les  publier  autrement  que  par  extraits.  Ce  ne  pourrait  être  alors  que 
dans  quelque  écrit  concernant  l'histoire  des  Mathématiques  ou  l'histoire  littéraire  du 
xviii°  siècle,  et  là  figurerait  bien  le  discours  très  concis  et  très  modeste  prononcé  par 
M.  Lagrange  à  l'Académie  de  Berlin,  lorsqu'il  y  fut  admis. 

Signé  à  la  minute  ; 
Poisson,  Legf.ndre,  Maurice,  de  Proxy,  Lacroix  rapporteur. 

(')  M.  Poisson  a  publié  ces  formules.  Journal  de  l'École  Polytechnique,  tome  XIII. 

(./.  Bertrand.) 
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